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PRÉFACE 


La résolution d’un grand nombre de problèmes de la physique 
théorique et mathématique, liés par exemple à l’étude des processus 
de la chaleur et de l'interaction du rayonnement avec la substance, 
de la propagation des ondes électromagnétiques et sonores, au déve- 
loppement de la théorie des réacteurs nucléaires et de la structure 
interne des étoiles, rend nécessaire l’utilisation des diverses fonctions 
spéciales. Les polynômes orthogonaux classiques, les fonctions sphé- 
riques, cylindriques et hypergéométriques sont les fonctions spé- 
ciales les plus usitées. Le présent ouvrage se donne pour but de 
réunir les éléments de la théorie des fonctions spéciales énumérées. 

Les manuels existants consacrés aux fonctions spéciales abondent 
le plus souvent en formules et relations dont la déduction est basée 
sur les méthodes les plus variées, ce qui complique sensiblement leur 
étude et utilisation. Aussi les auteurs se sont-ils attachés, dans le 
livre proposé, à rendre leur exposé surtout logique et clair. Le livre 
commence par la description des fonctions spéciales les plus simples : 
ce sont les polynômes orthogonaux classiques. La théorie des autres 
fonctions spéciales est construite sur la base de la généralisation 
de la théorie des polynômes orthogonaux classiques. Tout cela a per- 
mis d'atteindre l’unité intérieure de l’exposé et de le rendre concis 
et relativement simple. 

Considérons plus en détail le contenu des chapitres. L'étude appro- 
fondie des fonctions spéciales est impossible sans la connaissance 
des points essentiels de la théorie des fonctions d’une variable com- 
plexe. Le rappel de certains théorèmes de cette théorie fait l’objet 
du premier chapitre (qui constitue donc une sorte d'introduction) 
et facilite la lecture du livre. On utilise souvent ces théorèmes dans 
les chapitres suivants. En particulier, on applique très largement 
le principe du prolongement analytique, grâce auquel on réalise 
de nombreuses démonstrations en imposant initialement certaines 
restrictions, pour étendre ensuite les résultats obtenus à un domaine 
plus vaste des valeurs de l'argument et des paramètres. On trouve 
aussi dans le chapitre premier la description des propriétés de la 
fonction gamma d Euler, nécessaires à l'étude des fonctions spéciales. 

Le chapitre IT est la partie essentielle du livre. On y trouve la 
théorie des polynômes orthogonaux classiques et l'extension de cette 
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théorie à des équations arbitraires du type hypergéométrique. On 
considère d'abord certaines propriétés générales des polynômes ortho- 
gonaux arbitraires, propriétés résultant directement de l’orthogona- 
lité de ces polynômes. Ensuite, on étudie les propriétés spéciales des 
polynômes orthogonaux classiques, découlant des propriétés con- 
crêtes du poids par rapport auquel ils sont orthogonaux. 

Dans la plupart des manuels traitant des fonctions spéciales 
la théorie des polynômes de Legendre, de Laguerre et d’'Hermite est 
construite en faisant appel aux fonctions génératrices. L’inconvé- 
nient de ce procédé consiste dans le fait qu'il n’établit pas la liaison 
directe entre la théorie des polynômes orthogonaux classiques et 
celle des polynômes orthogonaux arbitraires, rendant impossible, de 
cette façon, l’étude simultanée de tous les polynômes en question. 
D'autre part, on peut introduire pour chacun des polynômes, de façon 
générale, plusieurs fonctions génératrices. Dans ce livre, nous avons 
recours à un autre procédé, basé sur les propriétés différentielles du 
poids pour les polynômes orthogonaux classiques. À l’aide de l’équa- 
tion différentielle pour le poids, on montre d'abord que les dérivées 
des polynômes orthogonaux classiques sont elles aussi des polynômes 
orthogonaux classiques. Ceci montré, on en tire l'équation différen- 
tielle ayant pour solutions les polynômes indiqués et on établit la 
formule de Rodrigues qui permet d'exprimer immédiatement les 
polynômes orthogonaux classiques en fonction du poids. 

Dans le $ 10 on introduit l'équation du type hypergéométrique, 
qui constitue la généralisation de l'équation différentielle pour les 
polynômes orthogonaux classiques à des valeurs non entières de la 
puissance et à des valeurs complexes des coefficients de l'équation. 
Cette équation admet comme solutions les fonctions hypergéométri- 
ques, les fonctions hypergéométriques dégénérées et les fonctions 
d’Hermite. En généralisant les propriétés des polynômes orthogo- 
naux classiques, on arrive à obtenir les solutions des équations du 
type hypergéométrique sous forme explicite. 

Ensuite, moyennant un simple changement de variable, on 
établit la liaison entre les équations du type hypergéometrique et une 
classe nouvelle d'équations différentielles, que nous appelons équa- 
tions généralisées du type hypergéométrique *). Ce sont justement 
les équations de cette dernière espèce que l’on rencontre le plus sou- 
vent dans la pratique. Elles interviennent, par exemple, à la réso- 
lution des équations de Laplace et de Helmholtz en divers systèmes 
de coordonnées curvilignes par la méthode de séparation des varia- 
bles, à la résolution de l’équation de Schrôdinger dans le cas de l’ato- 


*) Les appellations «équations du type hypergéométrique» et «équation 
généralisée du type hypergéométrique» ne sont pas universellement adoptées. 
Nous les avons introduites pour faciliter notre exposé, à défaut de terminologie 
adéquate dans la littérature. 
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me d'hydrogène et de l’oscillateur harmonique, à l'étude du mouve- 
ment d’une particule dans un champ de forces centrales. 

La théorie développée permet de trouver sans difficulté l’ensemble 
des solutions de l’équation généralisée du type hypergéométrique 
et d'établir entre ces solutions diverses relations fonctionnelles. 
Cela constitue la base de la théorie des fonctions cylindriques et 
hypergéométriques qui fait l'objet des chapitres suivants. 

Chaque chapitre se termine par un rappel de formules fondamen- 
tales. Pour plus amples détails, nous signalons au lecteur l'ouvrage 
en trois volumes de H. Bateman et A. Erdélyi [1] qui résume toutes 
les formules de la théorie des fonctions spéciales connues vers le 
milieu des années quarante. 

On accorde une grande attention aux applications de mécanique 
quantique, Car, dans ce domaine, il arrive souvent que le lecteur se 
trouve incapable de saisir le fond du problème à cause des difficultés 
d'ordre mathématique, liées justement, et dans une large mesure, 
à l'abondance des fonctions spéciales. Le livre proposé pourrait donc 
constituer un complément utile pour l’étude de la mécanique quanti- 
que et, de façon plus générale, pour l’étude de la physique théorique. 

Cet ouvrage est essentiellement l'exposition du cours des con- 
férences sur les méthodes de la physique mathématique professé 
pendant des années à la faculté de physique théorique et expérimen- 
tale de l’Institut des ingénieurs de physique de Moscou et à la faculté 
de physique de l’Université d'Etat de Moscou. 

Les paragraphes marqués par un astérisque peuvent être omis en 
première lecture. Cependant, les notions qu’ils contiennent seront 
utiles à ceux qui désireront approfondir leurs connaissances. 

Nous tenons à exprimer notre profonde reconnaissance à A. Sa- 
marski, membre correspondant de l’Académie des Sciences de 
l'U.R.S.S., pour son attention bienveillante et pour l’aide qu'il 
a constamment apportée pendant la rédaction de ce livre. 

Les remarques et les conseils de A. Svechnikov et de A. Toulaïkov 
nous ont été d’une grandeutilité. Nous tenons à exprimer notre gra- 
titude à V. Lidski et A. Kompaneets qui ont bien voulu prendre 
part à la discussion du livre, ainsi qu’à tous les collègues dont le 
concours nous a été précieux. 


A. NIKIFOROV, V. OUVAROV 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES 


Dans notre exposé de la théorie des fonctions spéciales nous utiliserons une série 
de théorèmes tirés de la théorie des fonctions d'une variable complexe. Ces 
théorèmes sont formulés au début du chapitre. On trouve leurs démonstrations, 
ar exemple, dans les livres de A. Svechnikov et A. Tikhonov « Théorie des 
onctions d'une variable complexe » ou de M. Lavrentiev et B. Chabat « Métho- 
des de la théorie des fonctions d’une variable complexe ». Le chapitre I contient 
en outre quelques rappels de la théorie des équations différentielles ordinaires 
et la description des propriétés essentielles de la fonction gamma d’Euler T (2) 
et de sa dérivée logarithmique w (z). 


$ 1. Quelques théorèmes de la théorie 
des fonctions d’une variable complexe et de la théorie 
des équations différentielles 


Citons quelques théorèmes qui seront utilisés dans le développe- 
ment de la théorie des fonctions spéciales. 


Théorème 1 (théorème d'unicité). Si les fonctions 
f, (z) et f: (z) sont analytiques dans un domaine D et si leurs valeurs 
coïncident sur une suite de points a, qui converge vers un point a inté- 
rieur à D, on a partout dans D f, (z) = f: (2). 


En particulier, les fonctions f, (z) et f: (z) coincident dans le 
domaine D si elles sont analytiques dans ce domaine et que leurs 
valeurs coïncident sur un certain segment contenu dans D. 

Dans les applications du théorème d'’unicité, un rôle important 
est joué par la notion de prolongement analytique. 

Supposons que la fonction f (z) soit définie sur un ensemble E 
appartenant au domaine D. Si la fonction F (2) est analytique dans D 
et coïncide avec f (2) sur E, on dit que F (2) est le prolongement ana- 
lytique de f (z) dans le domaine D. 

Le théorème d'unicité implique une proposition importante, con- 
nue sous le nom de principe du prolongement 
analytique: 

Si l'ensemble E contient au moins un point limite intérieur au 
domaine D, la fonction f (z) possède au plus un seul prolongement ana- 
dytique dans le domaine D. 
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Théorème 2 (analyticité de l'intégrale 
dépendant d'un paramètre). Soient C une courbe recti- 
fiable dans le plan de la variable complexe & et D un domaine dans le 
plan complexe des z. Si la fonction f (z, Ë) est définie et continue par 
rapport aux deux variables quand EE CetzE D et si elle est en outre 
analytique par rapport à z dans le domaine D pour tout ECC, la 
fonction 


F(2)= | (2 b dE 
C 
sera analytique dans le domaine D et 


F'(= | f.6, dt. 
C 


Le théorème reste valable pour les intégrales impropres uniformé- 
ment convergentes de F (2). Dans la suite, nous utiliserons souvent 
le critère suivant de la convergence uniforme des intégrales, analogue 
au critère de Weierstrass de la convergence uniforme des séries *) : 

Si pour tous EE Cet zE D la fonction continue f (z, €) vérifie 
l'inégalité 


|f(z, EI < 9 E) 
et l'intégrale TOILE est convergente, l'intégrale FIE E) dE 
C 


C 
converge uniformément par rapport à z dans le domaine D. 


Corollaire. Supposons que la fonction u, (2) soit analytique 
par rapport à v pour z fixe et par rapport à z pour v fixe dans le domaine 
vED,;,2€ D;, continue par rapport aux deux variables (v, z) et repré- 


sente la solution de l'équation différentielle linéaire 


m 


D, a(v,z)ut (z) =0 
K=0 


dans un sous-domaine v € D, € D,, 2€ D, D,. Si les coefficients 
de l'équation sont analytiques par rapport à v et à z pour vE€ D,;, 
z E D, la fonction u,(z) vérifiera l'équation considérée dans tout le do- 
maine v € D,, z€ D. 


Démonstration. Mettons la fonction u,(z), avec ses 
dérivées, sous la forme de l’intégrale de Cauchy 
k 1 | uv (6) dé. 


*) Les énoncés du théorème 2 et du critère de convergence uniforme des 
intégrales sont tirés du livre de M. E vgrafov «Fonctions analytiques », 
« Naouka », 1968. 


a (= 
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Conformément au théorème 2, la fonction u® (z) sera analytique 
par rapport à v et à z dans le même domaine que la fonction u, (z). 
Aussi l’équation considérée, qui est vérifiée dans un sous-domaine 


v € D,, z € D, reste-t-elle valable, en vertu du théorème d’unicité, 
pour tout le domaine v € D,, z € D. 


Théorème 3 (théorème de Weierstrass). 
Supposons que les fonctions f, (z) soient analytiques dans le domaine D 


et que la série ÿ) fn (z) converge uniformément, dans tout sous-domaine 
n=Ù 


fermé D, du domaine D, vers La fonction f (2). Alors: 
1) La fonction f (z) est analytique dans le domaine D ; 


2 (= 2 fn (); 


3) La série ÿ) f®(z) converge uniformément dans tout sous-do- 
ñn=0 


maine fermé D, du domaine D. 
Remarquons en particulier que la série fonctionnelle Ÿ f, (2) 
n=0 


est uniformément convergente dans le domaine D s'il existe un m 
tel que pour tout zE€ D, avec n > m, soit vérifiée l'inégalité 


În (2) 
În-1 (2) <I< 1, 


où gest indépendant dezet|f m (2) | < C'lorsquezE D (C = const). 


Théorème 4. Soient les fonctions u, (z) et u. (z) deux solutions 
linéairement indépendantes de l'équation différentielle 


[kQS]-gtu=0. (1) 
Alors 
k() Wlu, u]=cC, (2) 
où C est une constante non nulle et 


Uy(z) u2(z) 
u;(z) us(z) 


W [Ui, Uo] —. 


est le wronskien. 
Il est facile de vérifier la relation (2) par dérivation. Si k (z)u,(z)> 
=£ 0, on récrit (2) comme suit: 


d fu \ C 
2()=:5540: (8) 


Ne connaissant qu'une des solutions u — u, (z) de l'équation diffé- 
rentielle (1), on arrive à trouver, à l’aide de la formule (3), la seconde 
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solution linéairement indépendante de cette équation: 
7. = C ( _ R 4 
U (2) Ui (2) k (E) u2 (E) à ( ) 
20 


La relation (4) donne naissance à un corollaire remarquable. 

Corollaire. Supposons qu'on ait, pour z—+ a, 
k(z2)=(5—a) r(z, r(a)Æ0, 
u(z)=(2—a)" (2), (a) #0, 


où r (2) et v, (z) sont des fonctions continues dans un certain voisinage 
du point z — a. Il existe alors une deuxième solution linéairement indé- 
pendante u — u, (z) de l’équation différentielle (1), à savoir : 


, e=| (G—a)"""#u()  (m+n#1), 
277 | (2—a)"In(z—a)uw(z) (2m+p=1), 
où ve (a) + 0. 


Démonstration. Supposons d’abord que 2m +u> 1. 
Puisque pour z a l'intégrale 


i Œ DE 
el k (E) u? (E) 2 (ŒE—a) "+7 (E) v? (E) 


tend vers l'infini, on tire de (4), d’après la règle de l’Hospital, 


| dE 
(E— a)?" Th r (E) v? (E) 


« Ua (2) ER : mn 20 
Go TS 
RS 
= Cv, (a) lim __(a— 0) TTR r (2) où (2) c 5 O0, 


za (1—2m—p) {a—0) 2m (1—2m—) r (a) v (a) 


ce qu’il fallait démontrer. Dans les autres cas, la méthode de la 
démonstration est analogue. Notons seulement que pour 2m + 
+ u < 1 on doit choisir dans (4) z, = a (pour que l’intégrale con- 
verge). 

Donc, lorsque m et u prennent des valeurs réelles, la seconde solu- 
tion u = u, (z) sera non bornée dans le voisinage du point z = a 
au cas où m = 0, m + u >> 1, ou bien quand m = 0, p > 1. 


$ 2. Fonction gamma 


1. Définition. La fonction gamma se range parmi les fonctions 
spéciales les plus élémentaires mais en même temps fort importantes. 
La connaissance de ses propriétés est essentielle pour l'étude des 
autres fonctions spéciales. De surcroît, un grand nombre d'intégrales 
fréquentes en Analyse peuvent être exprimées au moyen de la fonc- 
tion gamma. 

La fonction gamma d'Euler T (2), pour Re z >> 0, se définit par 
l'intégrale 


T'(2)= | et-1dt. (4) 
0 


L'intégrale (1) converge uniformément par rapport à z dans le domai- 
ne 0<ô< Rez< A, quels que soient À et 6, car 


Fr. pour 0 <1<1, 


Cbé à ES 
| <{ e-t#-1 pour t>1 


1 
et puisque les intégrales | -ldt et | e-tt4-1dt sont convergentes. 


0 1 
Aussi la fonction T (z) définie par l'intégrale (1) pour Re z > 0 
sera-t-elle analytique (voir $ 1, théorème 2). 

Pour obtenir le prolongement analytique de la fonction gamma 
sur tout le plan complexe, il est commode de mettre l'intégrale (1) 
sous forme d’une somme de deux intégrales: 


l'()=P(:)+0 (2), 


e'tdt, Q(z)= | e-t”-1 dt. 


1 


où 


P (z)= 


On 


Quand 11 et Rez< A4, on a 
Lette tt4 ti, 


Pour cette raison l'intégrale définissant la fonction @ (z) converge 
uniformément en toute portion finie du plan complexe; donc, la 
fonction Q (z) est une fonction entière. 

Pour avoir le prolongement analytique de la fonction P (2), 
supposons provisoirement que z>>1 et développons la fonction 


e-! en série 


et — S (— 1. 


n=0 
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Intégrant ce développement terme à terme par rapport au poids 
t-l, on obtient 


1 00 œ 1 
P(z)=— ou | nr | dt = Ur où Lo 


SCUE 
oi nl n+2° 


La possibilité de l'intégration terme à terme résulte de la convergence 
uniforme de la série sous le signe d'intégration. 
oO 
Lu (—1)n 1 . - 
Les termes de la série à nl ns Sont des fonctions analyti- 


ques dans tout le plan complexe sauf en des points z—0,—1,—2,..., 
de sorte que la série converge uniformément en toute portion finie 


du plan ne contenant pas ces points | aucun terme de la série dans le 
domaine |z+n|>6>>0 pour nr = 0, 1, 2, ... ne dépasse les 
# e # e = 1 1 Ld 
termes de la série numérique convergente » 5) . Par conséquent, 
n=0 


la somme de la série est analytique dans tout le plan complexe sauf 
en z2=0, —1, —2, ... (voir $ 1, théorème 3). 
C'est la formule 


D CA 1 À 
re= 257 tie ‘dt (2) 


1 
qui fournit le prolongement analytique cherché de la fonction T (2) 
sur tout le plan complexe, à l’exception des pointsz—0, —1, —2,.. 
en lesquels la fonction gamma possède des pôles du premier ordre. 

2. Intégrales définies liées à la fonction gamma. Fonction bêta. 
La classe des intégrales susceptibles d'être exprimées au moyen de la 
fonction gamma est bien vaste. On se bornera à deux exemples, 
indispensables pour l'exposé ultérieur. 

Une des formules les plus usuelles est la formule suivante: 


Teresa re. ® 


p? 
0 
Rez=>0, Rep>>0. 


Si p > 0, il suffit, pour démontrer cette formule, de faire le change- 
ment de variable s — pt et de se servir ensuite de la représentation 
intégrale (1). Ce résultat peut être étendu à toutes valeurs complexes 
de p à partie réelle positive en appliquant le principe du prolonge- 
ment analytique. 
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Voici un deuxième exemple. L'intégrale 
{ 


B (x, y)— | £°-1 (1 — 1)" dt, (4) 


0 


Rer>0, Rey >0, 


est connue sous le nom de fonction bêta d’'Euler. On voit aisément 
qu'avec les restrictions imposées l'intégrale (4) converge et repré- 
sente, en vertu du théorème 2 du $ 1, une fonction analytique par 
rapport à chacune des variables zx et y. 

La fonction bêta s'exprime à l’aide de la fonction gamma. Géné- 
ralisons, à cet effet, un procédé bien connu employé au calcul de 


Le 
l'intégrale de Poisson | e”** dr. On a F 
(\) 


œ 


T'(x) = | et" dt = | ete (E2)*-1 2E dE, 
LU 


T' (x) F'(y) = 4 | | e-(G&2+n°) (e)*7 "2 (n°) dE an. 
0 0 


Calcuions cette intégrale double en coordonnées polaires en posant 
E = r cos p, n = r sin y: 


co 71/2 
T (2) T'(y) =4 | e-" (r)"*#"1r dr | (cos p}*" /? (sin?) = dp— 
0 0 


a/2 


= AT (r+y) | (cos q)"-" (sin? g)/-"d0. 


0 


On ramène l'intégrale par rapport à ç à L B (x, y) par changement 
de variable cos @=t. Aussi 


 (x)T 
B (x, y = en. (5) 


A l’aide de la relation (5), on arrive à obtenir le prolongement analy- 
tique de la fonction B (x, y) pour toutes valeurs complexes de z 
et de y. 


2—01174 
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3. Relations fonctionnelles. La fonclion gamma F (z) satisfait 
aux relations fonctionnelles suivantes: 


T'(2+1)= 27 (2), (6) 
TA) = —. (7) 
22%-1P(2)T (:+5) =r (5) T' (22). (8) 


Ces relations jouent un rôle important lors des diverses transforma- 
tions liées à la fonction gamma. La relation (7) est dite formule de 
complément de la fonction gamma, et la relation (8), formule de 
duplication. 

Pour démontrer les formules (6) à (8), il est commode de les 
écrire, avec emploi de (5), sous forme de relations fonctionnelles 
pour la fonction bêta: 


B(2, 1)=+, (6') 
B (, 1—:)=———, (7°) 
21B(:,2)=B(+,z). (8') 


Les relations (6”) à (8”) peuvent être obtenues par calcul direct de 
l'intégrale (4) pour la fonction bêta B (x, y), mais elles se trouvent 
alors assujetties à certaines contraintes imposées à z. Pour pouvoir 
étendre ces formules à des valeurs arbitraires de z, on a recours au 
principe du prolongement analytique. 

Pour démontrer la relation (6”), proposons-nous de calculer 
B (z, 1) pour Re z > 0 suivant la formule (4): 


1 
B (z, 1) = | id=T, 
0 


ce qui coïncide avec (6”). 
Pour démontrer la relation (7°), supposons que 0<z<1 et 
appliquons la formule (4) pour zx = 3, y = 1 — 2: 


1 
ME E 


Effectuons le changement de variable s=——. I vient 


s2—1 


1 ds. 
0 


B (z, 1—:) — 


Cette intégrale peut être calculée à l’aide de la théorie des résidus. 
A cet effet, passons de l'intégration le long de l'axe réel à l’intégra- 
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tion le long d’un contour fermé C représenté sur la figure 1. Dans 
le domaine limité par le contour C, la fonction 


s2-1 
= 
n’a d’autres singularités qu’un pôle pour s — —1. Aussi, pour R > 1 


| Î (s) ds = 2ni Res Î (s) — — Jnieix. 
C s——1 


D'autre part, les intégrales prises le long des circonférences de rayons 
r et R tendent vers zéro quand r —0 et R — , tandis que les 


Fig. 1 


intégrales prises le long du bord inférieur et le long du bord supé- 
rieur de la coupure ne diffèrent que par le facteur —e**i#. Il en 
résulte que pour r +0 et R —+ co on obtient 


B (2, 1—z)(1—e2ris) — — Dniete, 


ce qui équivaut à (7’). 
Quant à la relation (8”), posons dans (4) zx = y — z (Re z > 0): 


9 


B(z,:)— (£ (4 —2)]""t dt — ( [+ (5) dt. 
0 0 


Comme la parabole y—1/,—(t—1/,}? est symétrique par rapport 
à la droite {—1/,, il vient 


d’où, après le changement de variable 4—1/,=Y u/2, on obtient 


1 
B (z, :) = : À 4 =uÿ-tu-taau = 2127) 
0 


22z-1 22z-1 L 


expression équivalente à la relation (8”). 
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Donc, les relations fonctionnelles (6) à (8) pour la fonction gamma 
sont démontrées. 

Pour donner un exemple d'application de ces relations, calculons 
les valeurs de la fonction gamma F (z) pour des valeurs entières 
et demi-entières de l'argument. La formule (6) implique 


in+1)=n!, 
car | (1) — 1. On voit donc que la fonction gamma généralise la 


notion de factorielle, en définissant celle-ci pour toutes valeurs com- 
plexes. Ensuite, en posant dans (7) z = !/,, on trouve 


4 nn 
r (5) =V x. 
Aussi peut-on récrire la relation (8) comme suit: 
PAT (DT (245) = Var (23). 
Posant ici :—n<+1/,, on obtient 
F(nd)= rer VE en (9) 


Notons enfin un corollaire important de la relation (7). 


Corollaire. La fonction gamma ne s'annule nulle part sur 
le plan de la variable complexe. 


Démonstration. Admettons que F (2) = 0. Il est évi- 
dent que z2 nn (n—1, 2, ...), car TV (n)=(n—1)! > 0. Si 
%%#Æn, les fonctions F (2) et T (1 — z) seront analytiques pour 
Z = 20. Par ailleurs, 

1m NH 7%: LL 
lim (1 mn TT au FG = ©: 
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ce qui contredit l’analyticité de la fonction F (1 — z) pour z = 2- 


$S 3. Dérivée logarithmique de la fonction gamma 


La fonction gamma est étroitement liée à la fonction 
N- 10 LT (2 
vG)=-ZMPO=S., 
fréquemment employée en Analyse. La fonction 4 (2) est analytique 
en tous les points du plan complexe, sauf en des points 3 — —n 
(n = 0, 1, ...), en lesquels elle admet des pôles simples. 


1. Relations fonctionnelles. Pour obtenir les relations fonctionnel- 
les auxquelles satisfait la fonction + (z), prenons les dérivées logarith- 
miques dans les égalités (6) à (8) du $ 2. On arrive alors aux relations 
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fonctionnelles suivantes: 


bE+1)= ++ (2, (1) 
d(z)=#(Î—:)—rcotg x, (2) 
21n 2+p(2)+ (547) = 20 (22). (3) 


Notons aussi une relation qu’on obtient sans peine de (1): 
4 
p+n)=vY(:)+ Dir (4) 
k=—1 


Les relations (1) à (4) permettent de calculer les valeurs de 1 (2) 
pour certains z. Adoptons la notation 


—y=v(t)=r" (4)= | etintdr. 
0 


La quantité y est dite la constante d'Euler, ÿ — 0,5772... Posant 
dans (3) z — !/,, on a 


p(s)=—v-21m2. 


Pour z — 1 et z — !/., la formule (4) donne respectivement 
n 


pi+1)=—y+ +, (5) 


k=1 
4 oo _! 
M Vôur : es EE + (6) 


2. Représentations intégrales et développement en série. Par 
définition 


__ [2 5, lT()—T(2— A2) _ }- 14  FT(:—A:) 
pG)= F (2) T2 T (z) Az =limfs- F (z) Az |: 
Pour des Az>>0 suffisamment petits, l'expression Fe 


presque coïncide avec la fonction bêta 
__ D'(— Az) (A) 
B (z— Az, = Re 

car 

lim AzT (Az)= lim l (1 + Az) = 1. 

Az—0 Az—0 
Aussi est-il possible d’obtenir la représentation intégrale de 1 (2) 
à l’aide de la représentation intégrale (4) du $ 2 pour la fonction 
bêta. Il est commode d'éliminer la quantité 1/Az, qui fait partie 
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de la relation limite pour Ÿ (2), en considérant la différence wŸ (z) — 
—#(1). On a 


. Lu [TU—Ad T(s—Ai) 7 
EH )= Ve) +ve in [RE = 
= lin rs (BU — Az, A:)—B (:— As, As] = 


= lim (5) à. 


Après le passage à la limite sous le signe d'intégration, légitime en 
vertu de la convergence uniforme de l'intégrale pour des Az suffisam- 
ment petits, on obtient la représentation intégrale de wŸ (2): 


1 
Li ubs 2 le — 1 dt, Re:>0. (7) 


Développant 1/(1 — f) suivant les puissances de £{ et intégrant 
terme à terme, on obtient la représentation de % (z) sous la forme 
d’une série 

pG)= —y+ 5 (= ban aa Dee (8) 
n+1 n+z men Ts 


nz0 


Pour justifier l'intégration terme à terme dans (7), utilisons le 
développement 


N 
= 2 tro: 
nas 0 
Î 
_. NET (gs) 
Donnons l'estimation de l'intégrale | ———— à. Puisque pour 
. 
Rez>0 et OSt<1, l'inégalité | + |<c est vérifiée (C étant 


une constante qui dépend de z), on a 


NT (4-1) 
| | << 7r 


Ù 
1 œ 
Ji ae im dr ( Sr)ae (tr) 
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La série S — TT ——+—) converge uniformément dans le cercle 


n=N 
Izl<R<o, car pour nZN%R 
1 1 R+1 
n+Â n+Lz | (n+1)(n— AR) 


et la série Pen: converge. Alors, en vertu du théorème 3 du 
$ 1, le premier et lesecond membre de (8) sont des fonctions analytiques 
dans tout le plan complexe, sauf en des points z — —n (nr — 0, 1,...), 

selon le principe du prolongement analytique, il est possible de 
supprimer la restriction unitiale Re z > 0 qui était imposée lors 
de la démonstration de la formule (8). 

Remplaçant dans (7) £ par e-‘, on trouve encore une représenta- 
tion intégrale fréquemment employée de 1 (2): 


tO= rt | Rat Re: >0. (9) 


3. Représentations asymptotiques de la fonction gamma et de sa 
dérivée logarithmique. En établissant le caractère asymptotique 
des fonctions F (2) et + (z), on se servira des propriétés asymptotiques 
de l'intégrale de la forme 


p (2) = | e“tf{(tidt, Rez>0 
0 


pour des | z | élevés. On supposera que la fonction f ({) croît avec 
toutes ses dérivées, quand £ —+ ©, au plus aussi vite qu’une puissance 
finie de £. Intégrant par parties » fois l'expression de œ (z), on obtient 


n 
(R) (t\e-2t | 
p(2) = — à DE 0 


Tn (©) 
+ nt ? 


co 
Ta (Z)= | ertfr+0 (+) dt. 
0 
Quand {= c, les substitutions s’annulent. Aussi 


th) (0 n (z 
p(:)= s! 040. 


zh+1 
k=0 
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Si l’intégrale 
| 1740 (0) | dt < 0, (10) 
0 


la représentation obtenue permet de prolonger analytiquement la 
fonction  (z) dans le domaine Re z > O0, car l'intégrale définissant 
la fonction r, (z) converge uniformément dans ce domaine. En effet, 
quand Re z > O0, 


ler DIS 11748 (0 | 
et l'intégrale | | f+b (4) | dt converge. En outre, il découle de 
U 
l'estimation citée que la fonction r, (z) est bornée uniformément dans 


le domaine indiqué. 
Donc, étant donné Re z > 0 et la condition auxiliaire (10), on a 


n—1 
e@= DER, (44) 
Ra (2) == 1109 (0) +7, (1 = 0 (5). (12) 


Ici et dans ce qui suit, nous utiliserons toujours la notation 
f (2) = 0 Î[f, (2)] pour z —+ 79 si, dans un certain voisinage du point 
z = Zo, les fonctions j, (z) et f, (z) vérifient l'inégalité 


[hi (ICT: () | 


où C est une constante. 

Les formules asymptotiques de F (z) et de w (z) ne s'obtiennent 
pas directement de (11) et de (12). Or, considérant la représentation 
intégrale (9) de # (2), on voit que 

v'(= | et(t) à, 


() 
où 


(= 7 


On peut donc se servir des formules (11) et (12) pour établir d’abord 
la formule asymptotique de w#’ (z). Remarquons que la condition 
(10) est remplie si r > 1. Cela résulte de la représentation 


[= tt (13) 
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et du fait que toute dérivée de la fonction 1/(e° — 1) décroît expo- 
nentiellement quand £ —>. Ainsi, pour établir la représentation 
asymptotique de la fonction #’ (z), on peut se servir des formules 
(11) et (12) pour n > 1: 


ni 
R 
vt)= SÉOLR,(:) (Rez>0), (14) 
h=0 


«= 


ou 
Ri()=0(-4r), 1O=p, 1O0=1, (=. 


Les constantes 4) (0) dans (14) peuvent être exprimées en fonc- 
tion des quantités dites nombres de Bernoulli B,, qui figurent en 
qualité de coefficients dans le développement taylorien de la fonction 
ti(et — 1): 


_S |; Le _. $ [| << 27. 
k—0 
Il découle de (13) que f®) (0) = B, pour k 1, f” (0) = 1 + B:.- 
Puisque l'égalité (13) peut s’écrire sous la forme 

Î (®) = + f (—0), 
en vertu de la parité de la dérivée seconde de la fonction (£), on a 
f® (0) = B, — 0 quand k — 2m+1 (m = 1, 2, : 


On arrive à obtenir la relation de récurrence pour les nombres de Bernoulli 
en faisant usage de la "a 


t—(et—1) af _S S si 


+= 


m—1 RA=0 
Posons ici m + k — n et . la somme des coefficients de 1": 
n— 5 
dE 5 oi 27 [KI 


En comparant les ba Fi Free puissances de £{ dans le premier 
et le second membre de cette égalité, on obtient la relation de récurrence sui- 


vante: 
n— 1 


C*By=0 pour n=>1, Bo=1, C*— 
h=0 
Remplaçant dans (14) nr par 2n et utilisant l’expression de f{*) (0} 
au moyen des nombres de Bernoulli, on arrive à la représentation 
suivante : 


n ! 
(n—k)1k!° 


n—1! 
P')=i+ + D'ÉEER,, (0). (15) 
h=1 ° 
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Intégrant deux fois la représentation asymptotique (15), on a pour 
n > 


n—-!1 


1 B D 
pG)=A+ins-— DE + Re (0), 
k=1 
i pe B 
— = A ns ” Rd (2) {> 
Inl'(z) = B+(A 1)5+ (z sJins+ 3 ETES R® (2). 
Ici À et B sont des constantes, 
RP()= — (| RO), RP ()=— | RP @)dE. 


On entend par In z la valeur principale du logarithme tel que 
largz|< n. 

Dans les expressions de R) (z) et RQ) (2) l'intégration se fait le 
long d’un contour arbitraire allant à l'infini dans le demi-plan 
Re z > 0. Si l’on choisit, en qualité de contour, une droite E — 
— £t (1 Lt< oæo), on s'assure sans peine que 

1 1 
RP =0(%). RP @-0 (x): 
Faisant intervenir ces estimations, on constate que 


IT(s)=B8+(4—1)2+(2—5)m:+0 (À). 


Pour obtenir les constantes À et B, revenons aux relations fonction- 
nelles (6) et (8) du $ 2 et à l’estimation de In T (2). Il découle de la 
relation 

InlP(2+1)—Inl(:)—Inz=0 


que 
A—1+(:+5) In (&+1—(2+5)m:=0(À) ’ 


d'où À = 0. De manière analogue, en prenant le logarithme de la 
relation (8) du $ 2, on trouve B = 1/2 1n 2x. Par la substitution des 
valeurs des constantes À et B, on trouve en définitive les représen- 
dations asymplotiques suivantes: 
n-1 
D UE Bon _ 2 
Y(z)=Imi--— Dk22R +0(+), (16) 


h=1 


In l'(z) = (2) ns—c++ In 2n + 


n-1 
B 
+ 2 meta t 0 (x) 47 
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Il vient alors, en particulier, pour 5: > 0 
r(+1=Vaux(£)f1+5+0(+ =) |: 
Posant ici :—7, on aboutit à la formule de Stirling: 
n! Van (=). 


Il est remarquable que cette formule reste valable avec une assez 
bonne précision aussi pour des x petits. Par exemple, même pour 
n = 1 et nr — 2, on a, au lieu de 1! et 2!, respectivement 0,92 et 
1,92: 

En recherchant les représentations asymptotiques de Ÿ (z) et 
de T (z), on supposait que Re z > 0. Or, cette restriction n’est pas 
essentielle et peut être négligée. En effet, lorsque Re z 0, il suffit 
d'appliquer les relations fonctionnelles (1) et (2), suivant lesquelles 


b(a=%(1—:)—ncotg ns —#(—2) À ncotg x. 
Comme Re (—z2) > 0, en utilisant la représentation asymptotique 


de 1 (—z), on obtient 
#(z)=[In(—:)—-Inz—xcotg n:] + 
n-! 
1 Boy 1 
+ins—-— > DER +0 ( : (18) 


h=1 


Il en découle que la représentation asymptotique (18) de % (2) dans 
le demi-plan gauche diffère de la représentation asymptotique (16) 
dans le demi-plan droit par le terme supplémentaire [ln (—z) — 

— In — x cotg xz]. Montrons que pour Re z < 0 et |argz|< 
Zn — Ô (ô > 0), c.-à-d. pour x/2 < | argz | L 1 — 6, ce terme 
supplémentaire décroît exponentiellement en module lorsque z —+ co 
et qu’il peut donc être inclus dans O (+) . En effet, pour la branche 
principale du logarithme 

In (—2) = Inz +ix, 

où l’on choisit le signe positif si Im z < 0 et le signe négatif si 
Im z > 0. Ensuite, pour z +0 et x/2 < |argz|[|<rn—ôona 


cotg 7: = AH D ++ (ext 27 Im :)] — 
(4 —€ 


itz 
= +Li(i+O(e-2rsmélzt)], 
Par conséquent, lorsque z—+ 00 et 1/2<|argz|<1—6, 
In(—z)—Inz—ncotgz—0(e-2tsin6lzl). 
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Ainsi donc, la représentation asymptotique (16) a lieu pour 
+ (z) avec une seule restriction: | arg z | < rx — Ô. Comme la repré- 
sentation asymptotique de In T (z) a été obtenue par intégration 
directe de la représentation asymptotique de 1p (2), elle vaut évidem- 
ment aussi pour | argz | <7r — Ô 


Remarque 1. La formule asymptotique de + (z) nous permet 
d'obtenir une représentation connue de la constante d’'Euler +. 
En vertu de (5), on a pour tout nr 


Faisant usage de la représentation asymptotique de w# (7 + 1) 
pour rz — oo, on est amené à ot 


D 4m]. 


n— 00 


Remarque 2. Vu le Re asymptotique de FT (z), 
il est aisé d'obtenir une relation fréquemment employée en pratique : 
l'(z2+a) À. 


lim F G) za 


+0 


jargz| <a — 6. 


Formules fondamentales 


Fonction gamma F(2) 
Définition : 


T (2) = | etiz-dt, Rez=> 0. 
0 


Prolongement analytique : 


(— 1)" 1)% 1 
r' (2) = 2 dl car 
ne. (n=0, 1,2, 42); 
Intégrales liées à la fonction gamma : 
1 
B (x, y) = | 2x1 (1—12)0-1 dt — 
0 
Relations fonctionnelles : 


e-{tz"1 dt, 


T (2) T (y) 


For Rez>0, Rey>0 


T'(2+1)=27 (2); 


DA) Aa 


22210 (2) T(2+1/2=V x r (22). 


FORMULES FONDAMENTALES 


3 


Valeurs particulières : : » 


lntt)=ni; LC (5) =Vz; 


228 On! ° 


Représentation asymptotique et ses corollaires : 


n-1 
Inr (2) = (- —+) In 224 + In 2a+ D, ar +0 (=) ' 
Rk=1 


largz|<x—6, Bx sont les nombres de Bernoulli: 


'(z+1)=V 2 (2) [1+5+0 (+) |. z5>0:; 


nlzV?an (=)" (formule de Stirling) ; 


td [ir0()], tmreténs 


On voit sur la figure 2 la courbe représentative de la fonction ‘y=T (x). 
{ érivée logarithmique 4% (2) de la fonction gamma 
Définition : 


r’ 
Ÿ =. 
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Relations fonctionnelles : 
DE) = + (5): 
p()=p(Î—2z)—-zrcotgmw; 
21n2+ 4 (2)+ ap (24 1/2) = 2% (22). 


Valeurs particulières : 
D(1)=T" ({1)=—7Y, Y—=0,57721566... ; 


| (5)=-7-2n2: 


st 
pin+i)=—y+ÿ L: 
k=1 


ñn 
1 1 
Ÿ (" +) =—y—21n2+2 > SE" 
k=— 1 
Représentations intégrales et développement en série : 


(1H d {etes dt, Rez>0 
ve=yt [ay à, Re: 0: 
0 (Ù 


1 
PO=—T+e-) Dose Fr 
n=0 


(n=0, 1,2; %:.) 
Représentation asymptotique : 


n—1 
1 Boy 1 
vois Dr to (2). 
Rk=1 
largz|l<n—6; Br sont les nombres de Bernoulli. 


(CE. 1 


CHAPITRE IT 


POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES 


Le chapitre II est le chapitre principal du livre. On yétudie les fonctions spéciales 
élémentaires : les polynômes orthogonaux classiques. De plus, on trouve dans 
ce chapitre une base pour le développement de la théorie des fonctions spéciales 
du type hypergéométrique: en généralisant la représentation intégrale des 
polynômes orthogonaux classiques, on arrive à obtenir sous forme explicite 
les solutions des équations différentielles du type hypergéométrique. En parti- 
culier, cela a permis de construire, au $ 11, la théorie des fonctions de deuxième 
espèce Q, (z) représentant les secondes solutions de l'équation différentielle pour 
les polynômes orthogonaux classiques. Aux fonctions de deuxième espèce 
d'ordre zéro Q, (z) sont étroitement liées d’autres fonctions spéciales fréquem- 
ment utilisées, telles que exponentielle intégrale EÆ,, (z), sinus intégral Si (z), 
cosinus intégral Ci (z), fonction des erreurs © (z), de même que les intégrales 
de Fresnel S (z) et C (z). 

Au $ 10, par simple changement de variable dans une équation du type 
hypergéométrique, on obtient une équation différentielle à laquelle aboutissent 
maints problèmes de physique mathématique et théorique: c'est l'équation 
généralisée du type hypergéométrique. Utilisant les propriétés des solutions 
de cette équation, on peut construire dans les chapitres III et IV une 
théorie générale des fonctions cylindriques et hypergéométriques. Aussi le 
lecteur désireux de connaître quelques-unes de ces fonctions pourra-t-il passer 
à leur étude aussitôt après la lecture du & 10. 

Dans les $$ 13 à 16, on considère diverses applications de la théorie des 
polynômes orthogonaux classiques. Le 8 17 est consacré à la théorie des polynô- 
mes orthogonaux classiques d'une variable discrète. 


$ 4. Définition des polynômes orthogonaux 


1. Systèmes de fonctions orthogonaux. Soit donnéé sur un inter- 
valle (a, b) une fonction non négative p (x) ; supposons en outre que 
pour une famille de fonctions {p, (x)} (7 = 0, 1, . . .) les intégrales 
b 


CE (x) p (x) dx convergent. Introduisons le produit scalaire 
a 


b 
(Qm, Pa) = | Qi (2) En (2) (x) dr. 


On dit que deux fonctions sont orthogonales si leur produit scalaire 
est nul. Une famille de fonctions est dite un système orthogonal par 
rapport au poids p (x) sur l’intervalle (a, b) si pour deux fonctions 
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quelconques de cette famille 


(Ps Pn) =0, MmÆn. (1) 
Toute suite finie ou infinie de fonctions linéairement indépen- 
dantes {Wÿ, (x)} (7 = 0, 1, . ..) peut être orthogonalisée en substi- 


tuant à chacune des fonctions w, (x) la combinaison linéaire corres- 
pondante 


Pr (x) re à CinŸi (x) (Can Es 0) (2) 


et en choisissant les coefficients C';, de telle façon que les fonctions 
\ (x) forment un système orthogonal. Montrons que les conditions 
d'orthogonalité définissent univoquement les fonctions @, (x), qui 
peuvent être mises sous la forme (2) à un facteur de normalisation 
près. 

Puisque Chn = O0, on peut exprimer successivement les fonctions 
Ÿ, (x) à l’aide de w, (x): 


n 
1 

da (9) = 2 dune () (Ban = 7 #0). (3) 
Il découle de (3) que toute combinaison linéaire de fonctions 1, (2) 
peut être représentée sous la forme d’une combinaison linéaire des 
fonctions , (x). À l’aide des développements (2) et (3), on montre 
facilement que les conditions d’orthogonalité (1) sont équivalentes 
aux conditions 


(ms Pn) — 0, m< nn. (4) 


Substituant dans ces conditions le développement (2), nous obtien- 
drons un système d'équations définissant les coefficients C';, : 


ph Cin (Fm: Wir) = 0 (m—=0, 1, sie n— 1). (9) 


Si l’on considère le coefficient C,, comme étant donné, les égalités 
(5) représentent un système d'équations linéaires par rapport aux 
coefficients C;, pour i << n. Le déterminant de ce système 


(Yo Ÿo) (Ÿo: Ÿ) Tee (Fo Yn-1) 
= (as Vo) (Pas Pi) +. (F1 Vn-1) 


(Ent Vo) (Pn-1, Ÿ1) + (nt Ÿn-1) 


est non nul, car il représente le déterminant de Gram pour les fonc- 
tions linéairement indépendantes *) 10 (x), w1 (x), - . ., Yh-1 (x)- 


*) On trouve la démonstration de ce fait, par exemple, dans le livre de 
I. Guelfand «Conférences sur l'algèbre linéaire », « Naouka », 1971. 
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Aussi le système d'équations (5) n’admet-il qu'une seule solution, 
tous les coefficients C';, étant proportionnels à C,,. 

Ainsi, nous venons de montrer que, pour un système donné 
de fonctions linéairement indépendantes {w, (x)}, le poids p (x) 
définit de façon univoque, à un facteur constant près, les fonctions 
Gr (x) qui peuvent être mises sous la forme (2) et vérifient les con- 
ditions d'orthogonalité (1). 

Pour obtenir les fonctions , (x) sous forme explicite, examinons 
les égalités (2) et (5) comme un système d'équations linéaires par 
rapport aux coefficients C;, pour i nr, les fonctions wŸ, (x) et 
qh (x) étant considérées comme données. Tirons de ce système le 
coefficient C,,: 


(Po; Po)  --. (bo; Pn-1) U 


(Ent, Vo) --. (bn-1r Pn-1) 0 
GC. = Vo (x) …. Yn-1 (zx) Ÿn (z) 
ba (Yo, Ÿo) (Po; Wa) -.. (bo, Pn) 


(Pn=1s Po) (Pn-1: Pt) ... (Pn=1 Pn) 
Yo (x) Paz)  -.. Va (x) 


Développant le déterminant au numérateur suivant les éléments de 
la dernière colonne, on trouve qu'il est égal à y, (x) AÀ,. Il en découle 


(Po Vo) (Po Yi) mo (Yo: Ÿn) 


Pr (= An! (hs bo) (bas V1) 2 (ben bn)lr O6) 
fo (x) Wifz) .. Va(z) 


où À, — Chr/A, est une constante de normalisation. 

2. Polynômes orthogonaux. Considérons le cas où w, (x) = zx”. 
Ces fonctions, on le sait, sont linéairement indépendantes. Aux 
fonctions y, (x) correspondront alors les polynômes p, (x) orthogo- 
naux par rapport au poids p (x). Pour ces polynômes, les conditions 
d'orthogonalité (1) et (4) prennent la forme 


b 
J Pr(a) Pm(z)p(r)dr=0, mn; (7) 


b 
| Pn(z)z"p(z)dr=0, m<n. (8) 


Enumérons des propriétés essentielles des polynômes orthogonaux 
Pn (x) découlant des résultats obtenus auparavant. 


3—01174 
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1) Tout polynôme de degré n peut être représenté sous la forme d'une 
combinaison linéaire des polynômes orthogonaux p,, (x) (m = 0, 1,... 
-.., n). C'est pour cette raison, en particulier, que le polynôme 
Pn (x) est, en vertu de (8), orthogonal à tout polynôme de degré infé- 
rieur à 7. 

2) On peut définir les polynômes orthogonaux p, (x) de façon uni- 
voque, à un facteur constant près, par leur poids p (x). 

On met les polynômes p, (x) sans difficulté sous forme explicite 
au moyen de (6). Dans le cas considéré le produit scalaire (\,, 1,) 
s'exprime facilement par les moments de la fonction de poids 

b 
Ca = | z"p (x) dx, 
a 
dont l’existence pour »7 quelconque sera supposée par la suite. En 
effet, 
b 
(mr Ÿn) = | 2" p (x) dt = Cmin- 


Aussi la formule (6) donne-t-elle 
Pa (x) = À, . ee + + = (9) 


(4, est une constante de normalisation). 


$ 5. Quelques propriétés générales 
des polynômes orthogonaux 
1.Relation de récurrence. Pour tout système de polynômes ortho- 


gonaux, on peut établir une formule de récurrence entre trois poly- 
nômes consécutifs Pr-1 (Z), Pn (TZ); Pn+1 (E)- 


Théorème 1. Trois polynômes consécutifs arbitraires d'un 
système orthogonal {p, (x)} sont liés entre eux par la relation linéaire 
zpn (2) = 2 pres (e)+ (28 — et) p, (2) + St EE ps (2). (1) 
; an An din : | 


an+1 AGn+1 
Ici 


b 
di = | pa (x)p(z)dz 


est Le carré de la norme, tandis que a, et b, sont les coefficients des plus 
hauts degrés du polynôme p, (x): 
Pn(t)=ant" +bar" +... (a, 0). 
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Pour la démonstration, développons le polynôme zxp, (x) de 
degré (r7 + 1) suivant les polynômes p,, (x): 


TPn (x) = 2 CrnPm (x). (2) 


Les coefficients Cm», s’obtiennent par le procédé habituel : 


b 
Cm == | Pn (E) 2Pa (2)p (x) dx. (3) 


Il résulte de (3) que 
dCra — ŒC;s: (4) 


Comme dans (2) Cyn — 0 quand m > n - 1, on a en vertu de (4) 
Cmn = O pour m< nr — 1. Par conséquent, 


TPn (x) — Chas, nPn+1 (x) + CanPn (x) + Cas, nPn=1 (x). (9) 


En comparant les coefficients de 2°**! et x" dans le premier et le 
second membre de cette identité, on trouve 

An — Ch+s, nüntis Ün= Css, nn+1 + Cnnans 
d'où 


An C= On bas 


Cntin = , PA te ie 


Gn+1 


Pour trouver le coefficient C,_,,,, utilisons la relation (4): 


à _ Gn=1 dn 2 
Cn-1, n=Cn, n-1 d, an ——-) ® 
Substituant dans (5) les valeurs trouvées de C,n, on revient à (1). 

Ainsi, connaissant les coefficients a,, b, et le carré de la norme 
de polynômes orthogonaux quelconques p, (x), on peut déterminer 
successivement ces polynômes. 

Pour un zx fixe, la relation de récurrence (1) est une équation aux 
différences linéaire du second ordre par rapport à la variable dis- 
crète nr. Elle a donc deux solutions linéairement indépendantes. On 
vérifie sans peine que l’équation (1) pour z é f[a, b] a pour seconde 
solution une fonction dite de seconde espèce 

b 
__ { Pn (s)p({s) 
An (Z) = | Beer ds, 
a 
dont l’importance est capitale en théorie générale des polynômes 
orthogonaux. Pour la démonstration, il suffit de multiplier l'équation 
(4) pour p, (s) par 2e, de l'intégrer sur s dans les limites entre 


FA 
3° 


36 POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES (CH. II 


s = a et s — b et d’appliquer l'identité 


S Z 


—1+ 


S—z S—Zz 


2. Formule de Darboux-Christoffel. De la relation de récurrence 
(1) il découle immédiatement une formule importante de la théorie 
des polynômes orthogonaux, dite formule de Darboux-Christoffel : 


S @) (2) pa (y) __ 1 _an_ _Pn+1(Z) Pn (y) —Pn (2) Pn+1 (4) (6) 


0 d? | di An+1 T— y | 


Pour l'obtenir on fait usage des relations de récurrence 


(he) p, (2) + 8 Fan () 


dh+1 

bh+1 
Lt 
Multiplions la première relation par p4 (y), la A par Pr (x), 


divisons chaque relation par dé et faisons la soustraction terme à 
terme. Il vient 


YPR (y) = Pr (y). 


z PTE [Pres (7) Pa (9) — Pa (x) Pet (Y)1— 


(z— — y) PR (2 Ps (y) 


ah-1 


à [Pa (2) Pr-1 (YU) — Pr-1 (x) Pr (Y)]. 


= 
d° 


Sommant suivant À entre k—1 et k—n, on obtient 


Jaenu Pk n. PE (y) _ (Pas (&) Pn (Y) — Pn (£) Pn+i (Y))— 


(z— y) 
ra Æ [Ps (2) Po (y) — Po (x) P: (y) 
Puisque 
Po (2) = Po (Y) = @os Pa (2) — Pa (y) = & (x — y), 


la formule obtenue est, de toute évidence, équivalente à (6). 

3. Propriétés des zéros. 

1) Tous les zéros du polynôme p, (x) appartiennent au segment 
[a, b]. 

Soit zé la, bl. On a 


b b 
EE Locas= | » GO ® 9 (s) ds + p, (2) | PRO 6 (5) ds. 


S 
a 
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Conformément au théorème de Bézout, l'expression Pn(s)— Pn(a) ect 


— ZT 
un polynôme en s de degré (n7 — 1). Alors, en vertu de l'égalité (8) 
du $ 4, la première intégrale du second membre est égale à zéro, d’où 


b 
| PE) p (s) ds — pa (T) n (x)- (7) 


Si x est un nombre réel, l'expression sous le signe d'intégration 
dans le premier membre de (7) garde le signe quelle que soit la 
valeur de s€ [a, b]. Donc, dans ce cas le polynôme p, (x) = 0. 

Siz=0o+itet rt 0, le premier membre de (7) peut s’écrire 
sous la forme 

b 


b b 
| A p(s)as= | (s— ©) p; (s) p(s)ds+ir | PA (s) p (s) ds. 


s (s— 0)? + T° (s—0)2+ T° 
a 

La partie imaginaire de cette expression est évidemment non nulle. 
I1 s'ensuit que p, (x) = O0 aussi quand x est un nombre complexe. 

Ainsi nous venons de montrer que le polynôme p, (x) n’admet 
pas de zéros en dehors du segment [a, b]. Tous les nr zéros du poly- 
nôme p, (x) appartiennent donc au segment [a, bi. 

I1 découle de la démonstration que la fonction de seconde espèce 
Qn (x) n’a pas non plus de zéros pour zx 6 la, bl. 

2) Tous les zéros du polynôme p, (x) sont simples. 

Pour le démontrer, passons, dans la formule de Darboux-Christof- 
fel, à la limite y —x pour zx fixe. D'après la règle de [’Hospital 


D Len hp (pe ( PP (ele © 


Il est évident que les polynômes p, (x) et p, (x) ne peuvent s’annuler 
simultanément, vu que l’expression du premier membre est essen- 
tiellement positive en vertu de po (x) = ao 5 (0. 

3) Les zéros des polynômes p, (x) et ph+1 (x) alternent. 

Soient x; (i = 1, 2,...,n + 1) les zéros du polynôme ph+1 (x)- 
En vertu de (8), le signe du produit ph+, (x) p, (x) aux zéros du 
polynôme p,+, (r) ne dépend pas de i. Or, quand on passe de x; à 
Zik, le premier facteur p,+, (x) du second membre de (8) change 
de signe; cela veut dire que le deuxième facteur p, (x) doit aussi 
changer de signe. Par conséquent, p, (x) s’annule au moins une fois 
dans un certain point de l'intervalle (x;, x;+,1). Comme il y a r in- 
tervalles (x;, x;+,) et chacun d'eux contient au moins un des x zéros 
du polynôme p, (x), il est évident qu'entre deux zéros successifs 
quelconques du polynôme p,+, (x) il y a exactement un zéro du poly- 
nôme Ph (x). 
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I] en découle, en particulier, que Les polynômes orthogonaux ne 
peuvent s'annuler aux extrémités du segment [a, b]. 

&. Propriétés des polynômes résultant de la parité de la fonction 
de poids. Soient {p, (x)} des polynômes orthogonaux sur l'intervalle 
(— a, a) par rapport au poids p (x) qui est une fonction paire. Alors, 
en remplaçant z par —x dans l'égalité (7) du $ 4, on a 

a 


| Pn(—2)pm(—o(mdr=0, man. 


—a 


Puisque le poids définit de manière unique, à un facteur constant 
près, le système de polynômes orthogonaux, on a p, (—zx) — Chpn (x). 
Comparant les coefficients des plus hauts degrés, on trouve C, = 
— (—1)". Cela signifie que pour 7 impair les polynômes p, (x) ne 
contiennent que les puissances impaires de x, et pour n pair, ils ne 
contiennent que les puissances paires, de sorte que 


Pen (x) — Sn (x°), Pon+1 (x) = Llh (z°). 


Ici s, (x) et {, (x) sont des polynômes en zx de degré n. Faisant inter- 
venir les conditions d’orthogonalité pour les polynômes des degrés 
pairs, on apoums<n 


À pan (2) Pam (x) p (2) dz = | sn (22) 5m (22) p (x) dr = 
-a -a 
=2 | s,(7)Sm (22) p (x) dr = | sh (x) Sm (x PV 3,0 
] #7 (29 5m (89 9 ECÈCE 
Ainsi, Les polynômes sy (x) = Psn (V x) sont orthogonaux sur l’inter- 
valle (0, a°) par rapport au poids p, (x) — 7° (V x). 
De façon parfaitement analogue 


| Pan +1 (T) Pam+s (T) P (x) dx = | Lt (2°) tm (2°) P (x) dr = 


= {ru (@im(@Vzp(Vz)dz=0 (mn). 
(1) 


4 _ 
Par conséquent, les polynômes th (x) = V= Pent1 (V x) sont ortho- 


gonaux par rapport au poids pe (x) = Vzo (Vzx) sur l'intervalle 
(O0, a°). 
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$ 6. Définition des polynômes orthogonaux classiques 


1. Equation différentielle pour le poids. Ce sont les polynômes 
orthogonauzx classiques qui constituent la classe la plus importante 
des polynômes orthogonaux. On les rencontre en résolvant certains 
problèmes aux limites de physique mathématique, ainsi que dans 
nombre de problèmes fondamentaux de la mécanique quantique 
(théorie du moment de quantité de mouvement, problème de l’os- 
cillateur, problème de l'atome hydrogénoïde). Ils sont fréquemment 
utilisés dans les calculs approchés, par exemple pour l'établissement 
des formules de quadrature du type de Gauss et dans l’approxi- 
mation des fonctions. 


Définition. L'appellation de polynôme orthogonal classique 
s'applique aux polynômes p, (x) orthogonaux sur l'intervalle (a, b) 
par rapport au poids p (x) vérifiant l'équation différentielle 


{0 (x) p (= 7 (2) p (x). (1) 


Ici + (x) est un polynôme de premier degré, et la fonction © (x), suivant 
le type de l'intervalle (a, b), a la forme 


(z— a)(b—zx) si a et b admettent des valeurs finies ; 


(x—a) si a est fini et b=o; 
so (b— x) si a—= —o et b est fini; 
1 si a— —oo et b— co. 


Comme l'équation différentielle (1) ne présente aucune singularité 
pour « << x << b, le poids p (x) sera une fonction continüment déri- 
vable dans cet intervalle, qui ne pourra admettre de singularités 
qu'aux extrémités de l'intervalle (a, b). Montrons que le poids p (x) 
pour les polynômes orthogonaux classiques doit vérifier les condi- 
tions suivantes aux extrémités de l'intervalle (a, b): pour m — 
0, ls 2; 

lim r"o (r)p (x) =0, 
x—a 


lim z°"0 (x) p (x) = 0. 
x—b 


Ecrivons ces conditions sous une forme plus serrée : 


2" O (x) p(z)|x=a, 8 = 0 (m—=0, 1, ...). (2) 
Pour commencer, assurons-nous qu'il y a les limites finies 
lim z"o (z)p (x) = An, (3) 


lim x"o(r)p(r) = Bn. (4) 
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La démonstration sera basée sur une égalité évidente découlant 
de l’équation différentielle (1): 


20 (2) p (x) = = (2 + [e"0 (2) p (x) dx = 


— ( [mx 10 (zx) +z"t(x)]p(z)dr, ar ro <b. 


Passons à la limite dans cette expression pour x, — a et pour une 
valeur fixe de zx. Puisque l'expression mx”"-lo (x) + x"+ (x) est 
un polynôme, l'intégrale 

Xe 
| 1ma10 (x) + 2% (x)] p (x) dz 
a 


est finie en vertu de l'existence des moments de la fonction de poids 
p (x) (cf. $ 4, 2), ce qui entraîne l'égalité (3). L'égalité (4) se démontre 
de façon analogue. 

Montrons maintenant que les constantes À, et B,, sont nulles, 
quel que soit m. Raisonnons par l'absurde : soit par exemple À,, 0 
pour une certaine valeur de m. Si a est fini, on a A, 5 0, car A, — 
— a" A,. Dans ce cas, pour x apr: on à 


PG)&—= + 


Utilisant la forme explicite de © (x) on s’assure sans peine qu’un 
poids p (x) se comportant ainsi pour z a n’a pas de moments. 
Aussi À, = 0, et par conséquent, quel que soit m, on a toujours 
A —:0 

Si a — —o, pour À,, 0 la quantité 4,4, ne peut prendre de 
valeur finie, car 

Amn= Jim z[2"0 (x) p(x)] 
X— — 0 
et 
A = un x" o (x) p (x). 

Nous venons de montrer que À, — Ü pour tout m. On montre 
de même que B,, — 0. L'égalité (2) se trouve ainsi vérifiée. 

Pour trouver la forme possible des fonctions p (x), cherchons les 
solutions de l’équation (1) avec les conditions (2). On a 


I@e@) _ 7@) 
O(z)p(x) (x) ? 


ro=rer( (él. 


d’où 
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Suivant les valeurs prises par a et b, on aboutit aux expressions sui- 
vantes de p (x), à un facteur constant non essentiel près: 


(b—z)*(z—a), 10 4, p=to 1 


b—a 7 b—a 


(a et b finis): 


p(z) = À (z—a) ext"), a—Tt(a)—1 (a fini, b—o); (5) 
(b—zx)*e-xT"@), œ——Tt(b}—1(a— —o, b fini); 
{5 és (a— — oo, b— oo). 


Les conditions aux limites (2) pour p (x) imposent à la fonction 
+ (x) les contraintes suivantes: 

1) si a est fini, t (a) > 0: 

2) si best fini, t (b) <O; 

3) +’ (x) < 0. 

Remarquons que pour a et b finis, la dernière contrainte découle 
des deux premières. 

2. Réduction à la forme canonique. Les formules (5) permettent 
de trouver le poids p (x) pour un polynôme 7% (x) donné pour tout 
intervalle (a, b). Il est évident qu'il est possible de ramener tout 
intervalle (a, b) à n'importe quel autre intervalle donné de même 
type par changement linéaire de la variable indépendante. 

Dans le cas où a et b sont finis, il y a intérêt à choisir en qualité 
d'intervalle standard (a, b) l'intervalle (—1, 1) en supposant que . 


b—a 


LI = 2 


+ (—igist). 


Les polynômes p, (x) orthogonaux par rapport au poids (b — x) X 
X (x — a)P sur l’intervalle (a, b) seront transformés alors en poly- 
nômes P{a-B) (4) orthogonaux par rapport au poids p (4) — (1 — #)% X 
X (1 + 06 sur l'intervalle (—1, 1). Portant dans (1) 


p@=({—#" (A+, o(t)=1—2, 


on obtient t(£) — —(a + B + 2) & + B — a. Les conditions (2) 
seront remplies lorsque a >> —1, B >> —1. Les polynômes P{@:f) (1) 
normés d’une manière déterminée sont dits polynômes de Jacobi. 
Les questions liées à la normalisation feront l’objet du $ 7. 
Lorsque les intervalles sont semi-infinis, le changement linéaire 
de variable de la forme x = yt + Ô permet de choisir pour un inter- 
valle standard l'intervalle (0, c) et, en plus, de faire en sorte que 
le coefficient de £ à la puissance 1 dans + (£) soit égal à —1. Le poids 
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p (?) devient alors 
p(t=tfet  (0SE< co). 
Pour t(f) de (1), en posant © (t) =t,on a 
T()=—t—- a +1. 


Les conditions (2) sont remplies quand « >> —1. Les polynômes 
orthogonaux correspondants s'appellent polynômes de Laguerre Le (t). 

Dans le cas où a — —co, b — ©, il est commode de faire le 
changement linéaire de variable x — yt + 6 de telle façon que le 


poids o (zx) — ej® de passe, à un facteur près, à p (t) = e”“. Pour 


t(t) de.(1) on a t(f) = —2t. Les polynômes correspondants sont 
les polynômes d’Hermite H, (t). 

3. Polynômes de Jacobi, de Laguerre et d'Hermite. On donne, à 
titre de référence, le tableau réunissant les principales caracté- 
ristiques de polynômes de Jacobi, de Laguerre et d’Hermite (ta- 
bleau 1). 

Tableau 1 


(a, b) | p (x) O (x) T (x) Pn (x) 


(—1,1) | A2) +2 | 1—22 | —(a+p+2)z+p—x | PP (2) 
(0, oc) e-Xx® z —2+a+i L? (z) 


(—, 00) o— 1 — 2z Ha (x) 


De la parité du poids p (rx) = e”** il découle qu'on peut exprimer 
les polynômes d’'Hermite en fonction des polynômes de Laguerre 
(cf. $ 5, 4): 


Han (2) + Li (2), Hant (2) + zLn° (©) 
(le symbole — désigne la proportionnalité). 
Les polynômes de Jacobi ont des cas particuliers importants: 
1) polynômes de Legendre P, (x) (a = B = 0); 
2) polynômes de Tchébycher de première et de seconde espèce 


Th (x) (a=p=—7)e U, (x) (a=B=+) : 


3) polynômes de Gegenbauer CÀ (x) (a = B = À = , appelés 


quelquefois polynômes ultrasphériques. 

Il est évident que les polynômes de Legendre et de Tchébychev 
sont des cas particuliers des polynômes de Gegenbauer. Les polyno- 
mes de Tchébychev admettent une expression sous forme explicite 
au moyen de formules trigonométriques. 
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4. Polynômes de Tchébychey de première espèce. Parmi les 
polynômes de Tchébychev, les plus connus sont les polynômes 


T, (x) orthogonaux par rapport au poids == sur l'intervalle 


(—1, 1). Ils vérifient évidemment la relation à 
À ru (2) Tu (2) (29) de 0, n£m. 
En posant . @, on a 
T 
À Tn (cos g) Tm (c0S p) de = 0. n 5 M. 
0 


D'autre part, on sait que 
‘ x 


| cos rqpcos mpdp—=0, nm. 

0 
Puisque cos ny est un polynôme de degré 7 par rapport à cos q, il 
en vient que les polynômes cos ñg = cos (n arccos x) et 7, (x) 
sont proportionnels l’un à l’autre. Par définition, on suppose que 


T, (x) = cos (7 arccos 2). 


Les polynômes 7, (x) s’obtiennent sans difficulté sous forme expli- 
cite par application de la formule d’Euler: 


T, (x) = cos nq = + (ein? Le- inv) — 


= (ati V2) + (ci VE). 


Du comportement asymptotique des polynômes T,;,(r) pour 
r + © il découle que le coefficient du degré le plus élevé des polvr 
nômes 7, (x) est égal à 2*-L 


Les polynômes T, (x) = .… T, (x) ont un emploi tres large 


dans des problèmes variés exigeant l’approximation des fonctions. 
Ceci tient à ce que, comme l’a montré P. Tchébychev, ce sont là les 
polynômes s'écartant le moins de zéro sur le segment [—1, 1]; 
autrement dit, ils minimisent l'expression 
max |, (x) |. 
—1<x<i 

Ici 4, (x) est un polynôme arbitraire de degré r dans lequel le coef- 
ficient de la puissance la plus élevée est égal à l'unité *). 


*) Pour la démonstration de cette propriété, consulter le livrede V. Go n- 
tcharove Théorie d'interpolation et d’approximation des fonctions », Gostekh- 
izdat, 1954. 
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$ 7. Propriétés fondamentales des polynômes 
orthogonaux classiques 

En plus des propriétés générales inhérentes à tout polynôme 
orthogonal, les polynômes orthogonaux classiques possèdent une 
série de qualités spéciales, dues aux propriétés concrètes de leur poids. 
Ces propriétés spéciales découlent de l'équation différentielle (1) 
et des conditions (2) du $ G. 

1. Orthogonalité des dérivées. Montrons que les dérivées des poly- 
nômes orthogonauzx classiques sont elles-mêmes, à leur tour, des poly- 
nômes orthogonaux classiques. 

Pour la démonstration, considérons l'intégrale 


bd 
À Pa () "4% (x) p (a) dz. (9 


Pour m<n cette intégrale s’annule, car l’expression x"-!x (1) 
est un polynôme de degré m. D'autre part, en utilisant l'équation 
différentielle pour le poids et en intégrant par parties, on arrive à 
mettre l'intégrale (1) sous la forme 

b 


b 
| Pn (x) 2 ir (x) p (x) dr = | Pa (x) 21 [0 (2) p (x)1 dx — 
a a : 


(x) p (2) 12" tps (a) dr = — | o (x) p (2) 2" 1p;, (2) dx — 


—(m—1) | pa (a) 6 (2) 720 (x) dr. 


un 


©" 


Comme le degré du polynôme © (x) n’est pas supérieur à deux, la 
dernière intégrale s’annule quand m<n. Donc, 


bd 
frnta"to()p(a)dr=0, men. 


Nous voyons donc que le polynôme p, (x) de degré (7 — 1) est pour 
tout nr orthogonal par rapport au poids © (x) p (x) à tous les degrés 
inférieurs à r — À, c.-à-d. que les polynômes {p; (x)} forment sur 
l'intervalle (a, b) un système de polynômes orthogonal par rapport 
au poids p, (x) = © (x) p (x). 

I] reste à démontrer que le poids p, (x) satisfait à l’équ La diffé- 
rentielle de la forme (1) et aux conditions (2) du $ 6. On 


7 [o (x) Pa (x)] = 0° (x) Pa (x) + 0 (2) T (x) p (x) = 
=[0" (z)+t(x)] p, (x) = Ti (x) pa (x), 


où T, (x) est un polynôme du premier degré. 
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L'existence des moments de la fonction de poids p, (x) = © (x) p (x) 
découle immédiatement de l'existence de ceux de la fonction de 
poids p (x). 

Appliquant le principe de récurrence et procédant par des trans- 
formations analogues aux précédentes, nous obtenons un théorème 
plus général: 


Théorème 1. Les dérivées des polynômes orthogonauzx classiques 


p®) (x) sont aussi des polynômes classiques orthogonaux par rapport 
au poids 


Pm (2) = 0" (2) p (2) (2) 
satisfaisant à l'équation différentielle de la forme (1) du S 6 
d 
10 (2) Pm (2)1= Tm (2) Pm (2) (3) 
avec les conditions aux limites 
” 2" (x) Pn(Z)|x=e, b—0 (k=0, 1, ...). (4) 
ci 
Tm (x) = mo" (2) + t (2). (5) 


N. Sonine a montré que, de tous les polynômes orthogonaux, les 
polynômes classiques sont les seuls à avoir leurs dérivées orthogonales. 
2. Equation différentielle. Cherchons l’équation différentielle 
dont les solutions sont des polynômes orthogonaux classiques. Les 
dérivées des polynômes orthogonaux classiques étant les polynômes 
orthogonaux par rapport au poids © (x) p (x), on a 
b 
À PA (2) (2) o (x) p(x) dr = 0 
a 
pour toute valeur de m << n. Intégrant par parties, on trouve 
b 


À (2) p (e) pi (a) (2) de = 0 (2) p (a) pi (a) 2 — 


b 
— À Lo (x) pr (e) +7 (0) ps (e)1 2” (x) dr = 0, 


b 
| Pn(x)2"p(#)dr=0, m<n, 


Pn (x) = 0 (x) ph (x) +7 (x) ph (x). 


Etant donné que le polynôme p, (x) de degré n est orthogonal par 
rapport au poids p (x) à tout degré inférieur à n, il se peut qu’il ne 
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diffère du polynôme p, (x), en vertu de l’unicité du système de poly- 
nômes orthogonaux par rapport au poids p (x) donné, que par un 
facteur constant, d'où 


O (x) pn (x) + T (x) pa (2) + AnPn (2) = 0. (6) 


Nous venons donc d'obtenir, pour les polynômes p, (x), l’équation 
différentielle du second ordre. 

Pour définir la constante À,, il suffit d’égaler dans (6) les coeffi- 
cients de 2”: 


, 1 ë 

=—n[v (+5 (m—1)0 (2) |. (1) 

En comparant les coefficients de 2°”! on obtient la liaison entre les 
coefficients a, et b, des puissances x" et r°-! du polynôme p, (x): 


bn _ Nin-1 (0) 
An  Tn-1U) (8) 


A l’aide de l’équation différentielle pour p (x), mettons l'équation 
(6) sous forme autoconjuguée : 


[o (x) p (x) pa (2)} + À,p (x) pa (x) = 0. (9) 


Comme les dérivées p{) (x) sont des polynômes classiques orthogo- 
naux par rapport au poids p,, (x), elles vérifient évidemment l’équa- 
tion différentielle qu'on tire de l'équation pour p, (x) en remplaçant 
n par n —m, p (x) par Pm (x), T (x) par tm (x): 


2 [pm (2) PE (2)1= — AnmPm (2) PH) (0 
Anm = — (2m) [ tn (2) + (rm — 1) o” (2) | = 
= —(n—m) | ( +m—1) +] (Ano= An). (41) 


A l’aide de l'équation (10), on arrive à établir pour les polynômes 
Pn (x) une équation différentielle plus générale que (9). Comme 


| d 
Pm (2) PR) = lPm4 (2) p#+9 ()), 
on en tire successivement 


P (2) Pn (x) = Po (2) PO (2) = LP (2) PA (2) = 
| d | d L 
(An) d& in  [P2(@) Pr (2)1} — us 
= pr (7) DE (2). 
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On se trouve donc en présence de l’équation différentielle d'ordre 2m 
pour les polynômes p, (x): 


7 [Om (2) PL (2)] = AnmP (2) Pa (2), (12) 
dans laquelle 
m- 1 
Anm=(—1)" ul ES (13) 


3. Formule généralisée de Rodrigues. Il est possible d'exprimer 
les polynômes orthogonaux classiques directement en fonction du 
poids. Une formule de ce genre a été déduite pour les polynômes de 
Legendre en 1814 par Rodrigues. Si l’on veut obtenir des formules 
analogues pour des polynômes orthogonaux classiques quelconques, 
il suffit de poser dans (12) m = n. Puisque pf (x) = nla,, on a 


Pn (x) = An TE Lo" (x) p (x)]. (14) 
Ici 
A, = (15) 


est une constante dépendant de la normalisation. La formule (14) 
porte le nom de formule généralisée de Rodrigues. 1] en découle, en 
particulier, que le polynôme + (x) figurant dans l'équation diffé- 
rentielle pour p (x) est proportionnel à p, (x). Pour le montrer, il 
suffit de poser dans (14) r = 1. 

Citons aussi la formule de Rodrigues pour pf) (x) qu’on déduit 
de (14) en remplaçant nr par n — m, p (x) par ph (x): 


| -m 
RTS [0° (x) Pm (x)] = 
1 dan 


= Ban pps am (0 G)p()l. (46) 


PU (x) = Brm 


Pour trouver la constante B,,, il suffit de porter l'expression de 
p (x) dans (12): 
Brm 7 AnmAn- (17) 


La formule de Rodrigues (14) peut être mise sous forme intégrale; 
à cet effet, on emploie l’intégrale de Cauchy pour la dérivée d'or- 
dre n: 
___ An n! on(z)p(z) 
Pa) = x ) Gen 4 (18) 
C 


où C est un contour fermé entourant le point z — x. Plus loin on 
verra une généralisation de la représentation intégrale (18) grâce à 
laquelle on pourra développer la théorie générale des fonctions spé- 
ciales du type hypergéométrique. 
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4. Equations différentielles et formules de Rodrigues pour les 
polynômes de Jacobi, de Laguerre et d’'Hermite. Pour les polynômes 
de Jacobi, de Laguerre et d’'Hermite, l’équation différentielle (6) 
prend la forme 


(2x) y+lB—a—(a+h+2)zly + 
+n(n+a+p+1t)y=0, y=PEP(z); (19 
zÿ + (+a—zx)y +ny=0, y=L (zx); (20) 
y—2zy +2ny=0, y=H, (x). (21) 


Pour les polynômes de Legendre, l'équation est tirée de (19) avec 
la condition « = f = 0: 


—z)y"—2zy + n(n+ly=0, y—=P;(z). (2) 


Citons maintenant la formule de Rodrigues pour les polynômes 
considérés. Par définition, la constante À, dans la formule (14) 
est supposée égale aux valeurs suivantes *): 


pour PP) (x), 


2nn | 
An —= _. pour L> (x), (23) 
(— 1)" pour FH, (x). 
On a donc 
(a, 8) p — (= 1)" 1 __ pyn+e n+B 9 

PR (a) GE = Ua (+); (29 
Lr (x) = Le Fra — — (e-*zn +0) ; (25) 
H, ()=(-te D (est). (26) 


Posant dans (24) a — B = 0, on aboutit à la formule de Rodrigues 
pour les polynômes de Legendre: 
—1)7 dr 
Pan (x) = (Amy. (27) 
Des égalités (27) et (26) on tire, conformément à la parité du poids, 
les propriétés de parité des polynômes de Legendre et d’'Hermite : 


Pa (2) = (A1) Pa (x); (28) 
Hn (—2) = (1) a (à). (29) 


*) Un tel choix des constantes 4, est traditionnel et, dans un certain 
sens, arbitraire. Il correspond à la normalisation adoptée dans les livr [1, 8, 
11]. Dans d’autres livres, par exemple dans [6, 7, 13], on emploie d’autres 
méthodes de normalisation. 
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La propriété (28) est un cas partieulier de la propriété 
Ph (—2)=(—1)" Pr © (x) 


résultant de (24). 

Pour les cas particuliers des polynômes de Jacobi — les poly- 
nômes de Gegenbauer C? (rx) et de Tchébychev de première et de 
seconde espèce T, (x) et L/, (x) — on emploie une normalisation qui 
diffère de celle pour les polynômes de Jacobi correspondants: 


2. 2À) 2 
C': (2) = —EMn pa-vs nus | 
! sh) SAT, 
T, (x) = | Eu Di re) 
2 /n 
U, (x) = me) p/2: 72) ( ) 
EN 


On a utilisé la notation 


(Œœ)hn—=a(a-|-1)... (a+n—1)= F0. 

La forme intégrale (18) de la formule de Rodrigues ainsi que le 
changement de la variable d'intégration z et le choix approprié du 
contour € permettent d'obtenir les différentes représentations pour 
les polynômes orthogonaux classiques sous la forme d'’intégrales 
définies dans lesquelles la variable x figure en tant que paramètre. 
Par exemple, si l’on veut avoir la représentation intégrale des poly- 
nômes de Legendre, il y a intérêt à choisir en qualité de contour C 
une circonférence de centre au point 3 — x et de rayon Y À — r°. 
Alors, en posant z = x + W1 — r*eiv, on obtient 

—4)7 1 4 — 72) dz 
Pre gr = 
C 


2 


4 [(HIVTEEsin q)" de. (60 
0 


De la représentation (30) découle une estimation fréquemment 
employée dans les applications, à savoir: 


[Ph (z)| 1 pour —1<rz<1, 
car 
Îz+iV {2 sin p|=1{22+(1— 722) sin] * <1. 


Citons quelques exemples élémentaires d'utilisation de la formule 
de Rodrigues. 


h—01174 
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Les dérivées des polynômes orthogonaux classiques p, (x) étant 
des polynômes orthogonaux par rapport au poids © (x) p (x), on peut 
écrire les formules de dérivation: 


(æ, 6) 
dP; LL ce D p(a#i, B+1) (x) : 


dx 
SR = COLE (x) : 
dH, 
TE = CnHn- (2) 


Ici CG), C@), C, sont des constantes que l'on trouve sans peine par 
application des formules de Rodrigues pour les polynômes et leurs 
dérivées. Il vient alors 


QT) 
ap = (n+a+p+1) PET ED (2) ; 
= — Lt} (2): 
dHn 
Fr = 2rH;-, (x). 


Appliquant les formules de dérivation obtenues pour le calcul de 
p®) (x), on trouve sans difficulté l'expression pourlecoefficient 
an de la puissance la plus élevée. C'est ainsi 
qu’on a pour les polynômes d'Hermite 

nla, = 2n2 (n — 1) ... 2H, (x), 
d’où a, — 2". De même, pour les polynômes de Jacobi a, — 

r (2 1 x 
= ae EU , ét pour les polynômes de Laguerre a, — 
= (—1)r/n!. 

La formule de Rodrigues permet d'obtenir une expression commo- 
de pour les carrés des normes d des polynômes ortho- 
gonaux classiques. On a 


b b 
B= | ph(a)p(x) dr= an | 2pa (2) p(x) dr = 


b 
dn 
a 
Procédant n fois à l’intégration par parties, on obtient en définitive 


b 
di = an An (—1)°n1 | 0” (x) p (2) dx. (31) 
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Pour les polynômes de Jacobi, on ramène l'intégrale figurant dans 
(31) à la fonction bêta par changement linéaire de variable, et pour 
les polynômes de Laguerre et d’'Hermite, on la trouve par calcul 
direct, ce qui donne 


( 22%+8+ir(n+a+1)T (n+B+1) . 
|nT@n+arp+nTmte+p+1 P 
d? — T(rn+a<+t1) 


n! 
(2nIV x pour À, (x). 
Etant donné que (cf. $ 6, 3) 
Hon (2) + Li (@), Honu (x) — zLi° (2), 
on peut, en comparant dans ces relations les coefficients des degrés 
les plus élevés, obtenir la relation suivante entre les polynômes 
de Laguerre et ceux d’Hermite: 
Hon(z)=(—1) 27n!L7" (2), 
Hanna ()=(— 1)" 224#inl Lt (x). 


À l’aide des formules de Rodrigues (24) à (26), on trouve les 
valeurs des polynômes pour certaines valeurs de x. Appliquant dans 
(24) et (25) la règle de Leibniz au calcul des dérivées, on obtient en 
particulier 


Pr? (a): 


pour L;(x); 


à T(n+a + 1) 
PS P (1)= La (0) = Ta+iri: (32) 


S 8. Fonctions génératrices 


1. Etablissement des formules pour les fonctions génératrices. 
Montrons qu’il est possible de considérer les polynômes orthogonaux 
classiques comme les coefficients du développement taylorien d’une 
certaine fonction analytique. 


Définition. Vous appelons fonction génératrice du système 


de polynômes {p, (x)} une fonction © (x, t) dont le développement en 
série suivant les puissances de t pour des t suffisamment petits a la forme 


O(z, = 5 Eu (1) 
n=0 
où 
= 1 
Pn (x) TS FE Pn (x). 
Conformément à l'égalité (18) du $ 7, 
= ___ 14 nr! (or(z)p(2)dz 
Pa (0) ni | TS (2) 


où C est un contour fermé contenant à son intérieur le point z = x- 
4® 
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Introduisant dans (1) l'expression (2) de p, (x) et intervertissant 
l’ordre de sommation et d'intégration, on obtient 


D(z, D= pt) LES En, } de 


2ni p ® | 


Il est facile de prouver que w changement d'ordre de la sommation 
et de l'intégration, pour des t suffisamment petits et pour z fixe, es 
une transformation légitime. En sommant la progression géométri- 
que sous le signe d'intégration, on a 


1 ‘p (z) dz 
D 2rip (x) ë (2—z)—0 (2)t ” 


Le dénominateur de l'expression sous le signe d’intégration admet 
deux racines. Si { +0, l’une des racines tend vers z — x, tandis que 
l’autre, si elle existe, tend vers l'infini. C’est pourquoi, pour des! 
suffisamment petits, on peut considérer que le contour C n’enferme 
qu'une seule racine z — E (x, £{) du dénominateur de l'expression 
sous le signe d'intégration et que la fonction à intégrer ne possède à 
l'intérieur de € qu’un seul pôle du premier ordre z — E (x, t) de 
résidu 

C p (z) 


1 119 (z 2=È (x, t)° 


Il en résulte que la fonction O(x,t) a pour expression 


HD 4 
De, = |. de () 


Ici E (x, t) désigne la racine de l'équation du second degré 
z—z—o(z)t—=0 (4) 


qui pour les petits £ est voisine de z = x. 

2. Fonctions génératrices pour les polynômes de Legendre, de 
Laguerre et d'Hermite. Cherchons les fonctions génératrices pour les 
polynômes de Legendre, de Laguerre et d’'Hermite. 

1) Pour les polynômes de Legendre, l'équation (4) prend la forme 


z—z—({—7)t—0, 
d’où 
E(z, 0 — ER, 


et, par conséquent, d’après la formule (3) 


1 1 
O z, => = —— 
(9 1424 un Vi+4z+4r 
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Conformément à (1) et à la formule (23) du 8 7,on a 


> - —9ÿ\N 
ve À Pr) 2t) . 


Si l’on remplace # par —{/2, on aboutit à l’expression usuelle de la 
fonction génératrice : 


V1 — 


Le développement (5) converge ae |[é [<< 1. En effet, pour 
zE([—1, 1] les racines de l'équation 


t — 2rt4-1 = 0 


= P, GP. . (5) 


se situent sur le cercle unité 
lja—meti® (cosp—z). « 
L'expression (5) trouve un large emploi en physique théorique sous 
la forme 
1 


lri— re 


— D _ —<_ P, (cos), (6) 


=. 5 


s=0 


où 6 est l’angle formé par les rayons vecteurs Fr, et r2, r<— 
=min(rs, ro), Ts = mMax(r;, ro). 
En effet, 


mirel= VTT re 000 
r'{ v1+(2 (2) —2 - cos 6 (T2 ri), 
rV1+( (=) —2%cos 8 (ri <r2). 


D'où 


2 r 
[ri—rol=rs —2 <= cos0 
T> 


et, par conséquent, 


_ 1 Roue 
Lra—rol Vi (5) 2 00 2 P, (cos 6). 
É —]) —2— cos = 
> r, . 
2) Pour les polynômes de Laguerre l'équation (4) prend la forme 
Z— TZ— 2 = 0, 
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d'où 
ë (x, L) = —- 
et, par conséquent, 
Z œ Der 
(25) e 4 _ xt 
Oz, Ds ns (0 œ-19 1-t, 


Conformément à (1) et à la formule (23) du $ 7,on a 


d—17<"{ exp (—— => Le (2)r. (7) 


3) Pour les polynômes d'Hermite EN (4) prend la forme 
z—z—t=0, 
d'où 
Ex, D) = z+t 
et, par conséquent, 


O (z, t) — e-(x+t)3+2x3 — e-2xt-t3 


Conformément à (1) et à la formule (23) du $7,on a 


© = 
esta SH, (2) 
n=0 


Remplaçant £ par —1t, on obtient en définitive 


in 
CC NH, (2). (8) 
n=0 
Note. Les fonctions génératrices s'avèrent fort utiles lorsqu'il 


s’agit de calculer des valeurs particulières des polynômes orthogo- 
naux classiques. Par exemple, posant dans (5) zx = 1 on obtient 


i œ 
7 = À Pr(t 
n=0 
d'où P, (1) = 1. De même, en posant dans (8) x = 0, on trouve aisé- 
ment les valeurs 


Hon+: (0) =0, Ho (0) =(—1) =—— Le. 


$ 3) RELATIONS DE RECURRENCE 55 


S 9. Relations de récurrence 


1. Divers types des relations de récurrence. Les polynômes ortho- 
gonaux classiques vérifient toute une série de relations de récurrence, 
dont l’une a déjà été obtenue dans le $ 5 pour les polynômes ortho- 
gonaux par rapport à un poids quelconque; elle se présente comme 


suit : 
ZPn (2) = GnPn+1 (2) + BrPn (Z) + YnPn-1 (&); (1) 


OÙ Oh, Pns Yn Sont des constantes qu'on peut déterminer si les coef- 
ficients des plus hauts degrés de zx et les carrés des normes des poly- 
nômes p, (x) sont connus. 

D'un caractère moins général, les autres relations de récurrence 
découlent des propriétés d’orthogonalité des dérivées p, (x). On 
obtient la première de ces relations en développant le polynôme 
6 (x) Pa (x) suivant les polynômes p, (x): 

n+1i 


(2) pa (9) = D CmnPm (2). (2) 


Les coefficients C,\ S’obtiennent par la méthode ordinaire, en faisant 
usage des propriétés d’orthogonalité des polynômes p,, (rx): 
b 


Cmn =-2 | G (7) Pa (x) Pm (7) (9) de. 


a 
Vu les propriétés d’orthogonalité des polynômes p, (x), les coeffi- 
cients Cmn — 0 quand m << n — 1. Aussi la relation (2) prend-elle 
la forme 
o (x) Pn (x) a Cat, n Pn+1 (x) GE CanPn (x) + Cn-un Pn -1 (z). (3) 
A l’aide de (1), la relation (3) peut être récrite sous forme plus simple: 
O(x) Pn(z) = an Pn+1 (x) + (Bn + Yn 2?) Pn (2) (4) 
(aŸ, B?, y sont des constantes). 


On trouve encore une relation de récurrence entre les polynômes 
et leurs dérivées en dérivant la relation (4) et ayant recours à l’équa- 
tion différentielle (6) du $ 7 pour p, (x): 


Pn (x) = @n Pn+1 (x) + (BR + vx) pa (x), (5) 
où 
C9) af (2) (D. Oo” (z)—T(z) — Br — yiz 
pen Pts VP + | 


2. Etablissement des relations de récurrence à l’aide des repré- 
sentations intégrales. Appliquons-nous à déduire les relations de 
récurrence (1), (4) et (5) pour les polynômes orthogonaux classiques 
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directement au moyen de la représentation intégrale (18) du $ 7. 
Cela nous permettra non seulement de déterminer des valeurs con- 
crètes pour les coefficients figurant dans les relations de récurrence, 
mais aussi de construire par la suite la théorie des fonctions spéciales 
du type hypergéométrique. Ces fonctions sont la généralisation des 
polynômes orthogonaux classiques pour le cas où les polynômes 
6 (x) et t (x) ont des coefficients complexes arbitraires et le degré n 
du polynôme est à remplacer par un nombre complexe arbitraire v. 
On a 


Pa (x) = <= yn (x), (6) 
où 
__ 1 on (z)p{(z) 
Mn (= 5e | ae dz. (7) 


Pour déduire les relations de récurrence, écrivons au moyen de 
transformations identiques l'expression de y,+, (x) sous des formes 
différentes. Conformément à (7), on a 

O(z)Pn(:) 2. 
P (7) Ya+1 (7) = Gers. (8) 
C 


Portons dans (8) le développement du polynôme © (z) suivant les 
puissances de z — x: 


G(2)=0(2)+ 0 ()(—2) +7 o (2) (52. 
Cela nous donne 
P (2) Unes (9) = 3 9 (2) LP (@) va (a + 
Fer e@+z ETES 6 
Une autre expression de y,+, (x) s'obtient en effectuant dans (8) 


l'intégration par parties et en employant la relation différentielle 
pour la fonction de poids [o (z) p, (z)l” = *, (2) pà (2): 


1 O(2)pn(2) F2, _1_ [ Tn(DPn(G) 
P (7) Yn+1 (x) — RE “Tri ) ant dz. (10) 


Ici z, et z, sont les extrémités du contour C. 
Puisque, pour les polynômes orthogonaux classiques, le contour 
C est fermé, de sorte que z, = 2», il vient 


G(2) pu (2) fre _ ont (:)p (2) 
Gant | Gant 


nd 
22 


= 0: (11) 


z1 
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Développant dans (10) le polynôme 7, (z) suivant les puissances de 
(z — x), on aboutit à la relation 


P (2) Ynea Ce) = 7 | ta (7) P (2) un (2) + (2) Br]. (12) 


Eliminant entre (9) et (12) la fonction y,+, (x) et ayant recours à 
l'équation différentielle du poids p (x), on trouve la représentation 
intégrale pour la dérivée: 


kn O7 (2) p(z) 
Un (x) — G(z) p CE (2—z)" dz, (1 3) 
où 
Àn 
(14) 


D'ailleurs, (13) n’est autre que la formule de Rodrigues pour la déri- 
vée d’un polynôme orthogonal classique écrite au moyen de l’inté- 
grale de Cauchy. 


En comparant (13) et en on obtient une relation analogue à (4): 
Sy [GR + 1) Yn+i () — Ta (à) Ya (2)]. (15) 


La relation (4) est obtenue à partir de (15) à l’aide de (6) et a 
la forme 


(D =[ pau (o)— tn) pr]. (6) 


On a donc dans la relation (4) 


k A k T (x) 
(1) n n Br (1) n'n 
Œ Fi — - ——————— Y T — — a  — _ 
tn (x) An+1 ; Un (x) 


Alors dans la relation de récurrence (5) il faut poser 


CP) 1 _An_ 
ni (n +1) ta (x) At | 


Pr +Ynz He ET [T(x)— 0" (z)]— Th OJE 


On a donc obtenu les relations (4) et (5). 

La relation de récurrence (1) résulte de (5) si l’on exprime les 
dérivées p, (x) et p4+, (x) en fonction des polynômes eux-mêmes à 
l’aide de (4). 

Les formules de récurrence pour les polynômes de Jacobi, de 
Laguerre et d'Hermite sont données sous forme concrète à la fin du 
chapitre (page 131). 
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$ 10. Equations différentielles du type 
hypergéométrique 


1. Fonctions du type hypergéométrique et leurs propriétés. En 
physique mathématique et théorique, on rencontre souvent des 
équations différentielles qui constituent la généralisation de l’équa- 
tion différentielle pour les polynômes orthogonaux classiques et 
s'écrivent comme suit: 


O (x) y°+ t (2) y'+Ay = 0, (1) 


où © (x) et t (x) sont des polynômes arbitraires de degré non supé- 
rieur au deuxième et au premier respectivement (en général, à coef- 
ficients complexes) et À est un nombre complexe arbitraire. 

Nous convenons d'appeler une équation de la forme (1) équation 
du type hypergéométrique, et les solutions de celle-ci, fonctions du 
type hypergéométrique. Ces appellations tiennent à ce que les fonc- 
tions du type hypergéométrique admettent, comme cas particuliers, 
des fonctions hypergéométriques et des fonctions hypergéométriques 
dégénérées (voir chap. IV). 

L’équation différentielle (1) peut aussi être écrite sous forme 
autoconjuguée : 


Lo (x) p (x) y'1 + Ap (x) y = 0 (2) 
si l’on prend en considération la fonction p (x) vérifiant l'équation 
[o (x) p (x) = + (2) p (2) (3) 


qui est de la même forme que l'équation différentielle (1) tirée du 
8 6. Les expressions de p (x) sont analogues aux expressions corres- 
pondantes pour les polynômes orthogonaux classiques : 


(z — 21) (x — x) si o(x) est un polynôme 
: de deuxième degré; 
p (x) =; (z—2,)" els si O(z) est un polynôme 
de premier degré ; 
eax*+px sio(x) est indépendant de 
ZT. 


Ici x, et x. sont les racines de l’équation © (x) = 0, et a et B sont 
des constantes. 

Comme la fonction p (x) est, en général, une fonction non unifor- 
me de la variable z, il sera supposé plus tard qu’on a fait dans le 
plan complexe certaines coupures qui permettent d'isoler une branche 
uniforme de la fonction p (x). 

Par analogie avec l’équation différentielle pour les polynômes 
orthogonaux classiques, introduisons, au lieu de l’exposant r du 
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polynôme, une constante v liée à À par la relation 
—1 
= —v{r (&)+?7 9” (x). (4) 


Dans le cas où v = n (nr = 0, 1, 2, ...) et les fonctions 0 (x) et 
t (x) se confondent avec les fonctions correspondantes pour les poly- 
nômes orthogonaux classiques, l'équation (1) admet comme solu- 
tions particulières les er: 


_Pv Ua) (z) 
y, (x ) = p a J'e—2tT dz, (5) 


où p, (2) — 0" (2) p (z), et C est un contour fermé quelconque enfer- 
mant le point z = x. 

En effet, les fonctions y, (x) se confondent alors, à un facteur 
constant près, avec les polynômes orthogonaux classiques p, (x) 
(voir la représentation intégrale (18) du $ 7, de même que les formules 
(6) et (7) du $ 9). 

L'intégrale figurant dans le second membre de l'égalité (5) a 
bien un sens aussi pour v nr. Il est donc logique de chercher la 
solution particulière de (1), dans le cas général également, sous la 
forme (5)- Montrons qu'il est possible de choisir le contour C (en 
général non fermé) de telle façon que la fonction y, (x) soit bien so- 
lution de l’équation (1). On suppose que le point z = x n'appartient 

V 

pas au contour Cet que la fonction A 
lytique uniforme de la variable z sur le contour €, ce qui veut dire 
qu'on choisit une branche déterminée de la fonction multiforme 
MATE) 
(s—z2))ri 
en x dans un certain domaine D, on peut, dans ce domaine, faire la 
dérivation par rapport à x sous le signe d'intégration (voir le théo- 
rème 2 du $ 1), c.-à-d. que 


PEU NE (+0 [RSS (6) 
C FA LT 


est une fonction ana- 


. Si en outre l'intégrale dans (5) converge uniformément 


Répétant avec la fonction y, (x) les mêmes transformations qu’on 
a faites pour v = 7 dans le paragraphe précédent, on aboutit à une 
représentation intégrale pour y, (x) analogue à la représentation (13) 
du $ 9, de sorte que 


Py (2) 
yv (x) = = ) 2 dz, (7) 
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« 


si l’on remplit la condition analogue à (11) du $ 9: 


Î .\ le 
ot (2) p (z ) —_ 0 (8) 


{—z2)tt |: 


(z, et z, sont les extrémités du contour C). 

Multipliant les deux membres de l’égalité (7) par © (x) p (x) 
et procédant à la dérivation on retrouve l'équation différentielle 
(1), car À == —vk,. On vient de montrer donc que la solution parti- 
culière de l’équation du type hypergéométrique (1) peut être mise 
sous la forme (5). 

Bien évidemment, les fonctions y, (x) vérifient des relations 
analogues à (1), (4) et (5) du $ 9. On obtient ces relations par le même 
procédé qu’on a utilisé dans le $ 9 pour les polynômes p, (x). 

Nous avons employé, pour les solutions particulières (5) des 
équations du type hypergéométrique, une certaine normalisation des 
fonctions y, (x). Si l'expression de y, (x) contient un facteur supplé- 


mentaire qui depend de v, une telle fonction reste toujours solution 
de l’équation différentielle (1) et vérifie les relations de récurrence 
de la forme (1), (4) et (5) du $ 9. Notons qu'en vertu de la linéarité 
des relations de récurrence, deux fonctions du type hypergéométrique 
y, (x) qui ne diffèrent que par le facteur indépendant de v et le 
choix du contour C, vérifient les mêmes relations de récurrence. 

On voit de (3) que la fonction p (r) n’admet des singularités 
que pour des zx tels que © (z) — 0. Il sera supposé que le contour C 
ne traverse aucun de ces points singuliers (ces points ne peuvent 
coïincider qu'avec les extrémités du contour). 

Dans la suite, nous nous bornerons à des formes élémentaires 
de contours C, telles que lignes droites ou segments de celles-ci. Aussi 
suffira-t-il d'indiquer les valeurs possibles z — z, et z — z, des extré- 
mités du contour C. 

Soit o (r) un polynôme de deuxième degré ayant les racines 
x — x, et x = x,. Substituant l'expression explicite de la fonction 
p (z), récrivons la condition (8) sous la forme 


(z 7) + v+ 1 (to — 2)B+V+ 1 lie 


(z—2)"+i n 
Cette condition sera satisfaite si l’on choisit n'importe quelle 
éventualité pour z — z, ou z —2z 

1) En Re (ee D 0: 

2)z2=2 SsiReB+v+1)>0; 

SE — co si Re (a + B + v + 1) < 0. 

En partant des considérations analogues on peut choisir les extré- 
mités du contour aussi dans le cas où © (x) est un polynôme de degré 
non supérieur à l'unité. 


Le 
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Si Re (v + 1) < 0, on peut prendre pour z, ou z, aussi le point 
-= x. Ceci fait, on verra apparaître dans (6), à la suite de la déri- 
GŸ(2)p(2) 
(c—zx) ti is 
s'annulant pour Re (v + 1) 0, de sorte que la déduction tout 
entière reste valable. On peut montrer que la condition Re (v + 1) < 
< 0 peut être remplacée par la condition moins restrictive Re v << 0. 
Ainsi donc, à condition d'imposer certaines contraintes à v 
et aux valeurs des paramètres définissant la fonction p (x), il est 
bien possible d'utiliser des lignes droites ou leurs segments en qualité 
d'extrémités du contour z — 3, et z — z.. Pour les cas où ces con- 
ditions ne sont pas satisfaites, les propriétés des solutions des équa- 
tions du type hyperzéométrique seront établies par application du 
principe de prolongement analytique. 
2. Equations différentielles se ramenant à des équations du type 
hypergéométrique. Considérons une classe d'équations différentielles 
qui résultent de l'équation du type hypergéométrique 


CO (2x) y" + t(x) y + Ay = 0 
par un changement de variable de la forme y = œ (x) u, où 
p (x) = 06% (x) pf (x) (9) 


(«œ et B sont des constantes arbitraires). 

En déduisant l'équation différentielle de la fonction u (x), il 
est commode d'employer la relation différentielle vérifiée par la 
fonction œ (x): 


vation de l'intégrale, un terme supplémentaire 


®'(z) __ (x) 
mx)  G(x) ‘ (10) 
7 (x) = (a — B) o'(r) + Br(x). (11) 


L'égalité (10) découle de la relation différentielle (3) pour p (x). 
La fonction n, (x) est, de toute évidence, un polynôme de degré 
non supérieur à l'unité. 

Passons à la déduction de l'équation pour u (x). On a 


y=qu'+qu=q{u+u), 
s=s[(e +) #3 (ea) 
= q(u"+ tu + a + ON — 7110" u) | 
Oo [0 


La fonction u(x) a donc pour équation 


nd 


O(z)u"+Tt(r)u' + ES u = 0, (12) 
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T(z)=7T(x) +2 (x), 
C(z)=ni(z)+[T(x)— 0” (z)] mu (x) + (x) o (x) + Ao (x). 


En déduisant l’équation (12) on n'avait pas besoin de la forme con- 
crète du polynôme x, (x). L'équation (12) reste donc vraie aussi 
dans le cas où x, (x) n’est pas de la forme (11) mais représente un 
polynôme quelconque de degré non supérieur à l'unité. Dans ce 
cas la fonction œ (x) est déterminée directement à partir de l’équation 
différentielle (10) et non à l’aide de l'égalité (9). 

Les équations de la forme (12), où + (x) est un polynôme quel- 
conque de degré non supérieur à l'unité et © (x) et © (x) sont des 
polynômes quelconques de degré non supérieur à deux, se rencontrent 
dans une classe de problèmes très étendue. Elles interviennent, par 
exemple, à la résolution des équations de Laplace et de Helmholtz 
en divers systèmes de coordonnées curvilignes par la méthode de 
séparation des variables, à l’étude des problèmes fondamentaux de 
la mécanique quantique: mouvement d’une particule dans un 
champ symétrique sphérique, oscillateur harmonique, résolution des 
équations de Schrôdinger, de Dirac et de Klein-Gordon pour le 
potentiel coulombien. D'autre part, nombre de problèmes modèles 
de la physique atomique, moléculaire et nucléaire amènent à l’équa- 
tion (12). Nous conviendrons d’appeler les équations de la forme 
(12) équations généralisées du type hypergéométrique, car elles se trans- 


forment en équations du type hypergéométrique lorsque © (x) est 
proportionnel à © (x). 

Nous venons de tirer l’équation de la forme (12) de (1) à l’aide 
de (10) et de la transformation y = œ (x) u. Montrons maintenant 
que toute équation généralisée du type hypergéométrique peut être 
ramenée, en général, à une équation du type hypergéométrique (1) 
en opérant la substitution y = @ (x) u et en cherchant une fonction 
p (x) telle qu’elle vérifie l’équation de la forme (10). Faisant la 
substitution indiquée dans (12), nous retrouverons l'équation géné- 
ralisée du type hypergéométrique 


oÿ" + ty + y = 0. (13) 

Ici 
T(z)=T (2) — 25 (x), (14) 
Oz) = 0 (z) + (x) + lo (2) —T(z)]m (2) — mi (2)o (2). (15) 
L'équation (13) sera bien une équation du type hypergéométrique 
si, les fonctions + (x), & (r) et o (x) étant données, on réussit à trou- 


ver un polynôme x; (x) tel que la fonction 0, (x) soit de la forme 
O1 (x) = Ào (x) (À est une constante). Dans ce cas, faisant usage 
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de (15), nous obtenons pour le polynôme x, (x) l'expression 


= _ 0 a 
a (== +) (ET) Gao, (16) 
k=A+n,(zx). (17) 
Puisque x, (x) est un polynôme de premier degré, l'expression sous 
le radical doit se présenter sous forme du carré d’un polynôme de 
degré non supérieur à l'unité. Cela n’est possible que dans le cas où 
le discriminant du polynôme de deuxième degré, figurant sous le 
radical, est nul. De cette condition il découle l’équation pour la 
constante Æ qui est, en général, du second degré. On voit sans peine 
que le coefficient de k*® dans cette équation sera le discriminant du 


polynôme © (x). Ainsi donc, l'équation pour la constante k ne sera 
pas du second degré seulement dans le cas où la fonction © (x) est 


de la forme 
O (x) — (ax + b}°. 


Après avoir déterminé k#, on cherche x, (x) suivant la formule 
(16), ensuite + (x) et À à l’aide de (14) et (17). Ceci fait, cherchons la 
fonction (x) à partir de l'équation (10). 

Il est évident que l'équation (12) peut être ramenée à une équa- 
tion du type hypergéométrique par différents procédés, selon qu’on 
donne telle ou telle valeur à la constante k et qu'on choisisse tel ou 
autre signe dans la formule (16) pour x, (x). 

Supposons que la fonction œ (x) ait été recherchée et l'équation 
(12) ramenée à l’équation (1). Connaissant la fonction + (x), on pourra 
alors chercher le poids p (x) à partir de l'équation (3) et d’après 
la constante À déterminer à l’aide de (4) le paramètre v de l'équation 


V [+ (x) + V— 0" (x) |+1=0. 


Une fois le contour C choisi, cela permet d’avoir la solution de l’é- 
quation généralisée du type hypergéométrique sous la forme 


1 
u(r)= TT VV), 
: Î (DEP ge. (18) 
p (x) & (z— 2)" +1 
Considérons les cas où l'équation (12) ne peut être réduite à l'équation (1) 
ar le procédé décrit ci-dessus. Cet état de choses a lieu lorsque, dans l'équation 


2e second degré pour la constante k, les coefficients de 2 et & s'annulent simul- 
tanément et le terme constant est non nul. Ces conditions ne sont vérifiées 


T—0" 
2 

O(z) = (az+b)?, 

( T— 0’ 


2 
> —) = (az +8) (aoz+ bo), 


Yy (x) = 


que lorsque les polynômes © (z) et 6 — ( } ont la forme 
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avec ab, — ab 0. Pour ramener l'équation (12) à sa forme élémentaire, 
dans ce cas, choisissons x, (r) tel que la fonction t (x) soit nulle. Cherchons 
la fonction 0, (x): 


a” 
La 


_ T \2 = T T 
n(=6+ (+) + (0° —T) 7 5 0— 


où 


Cat Land 


ay = 00 +8 a, bi = bo +a2b — + b, 


ayb — bia — apb —boa - 0. 
L'’équation (13) devient alors 


my Th 
Jin = 0. (19) 


Après avoir effectué le changement linéaire de variable indépendante, on voit 
l'équation (19) se ramener à un cas particulier de l'équation de Lommel (voir $ 18, 


dy ,1—2a dy uno A — vi 
Guy 0 (20) 


dont les solutions s'expriment par des fonctions cylindriques. A cet effet, il 
faut poser { = a,x + b, pour a = 0 ou t = ax + b pour a 0. 


La transformation de l’équalion (12) en une équation du type 
hypergéométrique revêt un intérèt tout particulier au cas où l’équa- 
tion (12) est elle-même déjà une équation du type hypergéométrique, 
c.-à-d. lorsque 6 —u0, où u est une constante. Il est facile de voir 
que l’une des valeurs possibles que # peut prendre dans l'égalité 
(16) sera, en particulier, 4 — pu. Cela étant, on a n, (rx) = T — 0’. 

La transformation d’une équation du type hypergéométrique 
en une autre équation de ce même type rend possible la détermina- 
tion d’après l'une des solutions de l'équation d’autres solutions et 
des relations fonctionnelles entre les différentes solutions. 

Considérons quelques exemples typiques. 

1) Equation différentielle hypergéométrique : 


z—zxu"+fy—-(a + +1)zlu — «fu = 0. (21) 
Dans ce cas (voir l’équation (12)) 
TD =v—(a+B+t)z of =z(1—2), 
o (x) = uo (x), u = —af. 
Conformément à (16) et (17), il y a les éventualités suivantes: 


a) & = —of, mi (2) = y — 1 — (a + B— 1) 7, 
tT(x)=2—y+(a + B—3)zx, À = a + B — 1 — ah, 
p (x) D À on | — x)2+h-v, 
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Ecrivons les expressions pour t (x) et la constante À sous la forme 
adoptée pour l'équation hypergéométrique (21): 


T2) =Y — (a + +1)z, À = —a'p. 
Après des calculs peu compliqués, on obtient 
œ'—1—ax@, B—1—B$B, y —2— 7. 
b) k=(y—1)(a+B— y) — 8, a (2) = { Mass 
r(a=v—(a"+8+i)z, = op, 
,_fa—v+i, LS PB—v+h  , f2—Y, 
=| y—c, P =| v—B, 12 


ait, 
P (x) = { (1 _ 2) +8, 


Soit u, — f (a, B, y, x) la solution particulière de l'équation (21). 
La fonction y(xz) = (x) u vérifie l'équation hypergéométrique 
aux paramètres &’, B’, y’. Ainsi donc l'équation hypergéométrique 
a également pour solutions particulières les fonctions 


u(D= nv) = f (a, B, v, 2), 


c.-à-d. les fonctions 
u=zt-v(l—z) (Aa, 1—8$, 2—%, 2), 
us—xt"Ÿf (a—v+1, P—y+1, 2—7, x), 
= (2) (ya, v—B, v, 2). 
2) Equation différentielle pour une fonction hypergéométrique 
dégénérée : 
zu"+ (y — z)u” — au = 0. (22) 
Dans ce cas 
T(z)=y—x, o(x)=x, O(x)=uxr, p= —a. 
Les fonctions œ (x) et les équations différentielles pour y (x) peuvent 
se présenter sous les formes possibles suivantes: 
ay +(2—y+2)y +(1—a)y=0, px) =e"*x-1; (23) 
ay +(2—y—2)y +(v—-a—t)y=0, px) ="; (24) 
zÿ"+(v+z)y +(v—-a)y=0, p(r)=e x. (25) 


L'équation (24) est une équation du type (22) aux paramètres a” — 
= a—y+1, y —2— 7Y, tandis que les équations (23) et (25) 
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se réduisent à une équation du type (22) par changement de variable 
indépendante z — —zx. Supposons que la fonction u, = f (a, y, x) 
soit une solution particulière de l'équation (22). Les autres solutions 
particulières de cette équation seront alors les fonctions u (x) — 


= 5 y (2), c.-à-d. les fonctions 

uo—e"xi-Yf(Î—@, 2—7Y, — 7x), 

u;= x! Vf(a—y+1, 2—7y, x), 

ue" f(y—@, y, —3x). 

3) Equation différentielle pour la fonction d'Hermite: 
u”"—2Jru" + 2vu = (. . (26) 
Dans ce cas 
T(z) = —2r, o(x) —1, © (x) = 2v. 


En plus du cas trivial o (x) = 1, il ne peut y avoir que (x) — e-*. 
La fonction y (x) pour œ (x) — e-** satisfait à l’équation différen- 
tielle 


y" + 2zy + (2v +2) y = 0. 


Cette équation se réduit à l’équation du type (26) par le changement 
de variable x — iz. Supposons que la fonction u, = f (v, x) soit 
une solution particulière de l'équation (26). Cette équation admettra 
alors comme autre solution particulière la fonction 


1 2 . 
ur G) = f(—v—1, ix). 


Comme l'équation (26) ne varie pas quand on remplace x par —x, 
elle admet aussi comme solutions les fonctions u, = f (v, —zx) et 
u, = et f(—v—1, —ix). 

3. Réduction à la forme canonique. Procédons à la classification 
des différentes formes de l’équation (1) en fonction du degré du 
polynôme © (2x). 

1) Soit © (x) un polynôme du second degré. Deux cas se présen- 
tent alors: a) les racines du polynôme © (x) sont différentes ; b) les 
racines du polynôme © (x) se confondent. 

a) Si les racines du polynôme 6 (x) sont distinctes, on peut ad- 
mettre que © (x) = (x — a) (b — x), a b. Effectuons le change- 
ment de variable indépendante 


z=a+(b—a)z 


et mettons l'équation (1) sous la forme 


2(4—2) y + tie + (b—a):]y + y =0. 
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On peut toujours, évidemment, choisir les paramètres a, B, y de 
telle façon que l’équation obtenue se ramène à une équation hyper- 
géométrique : 


2(4—2)y +ly—(a +8 +1) 2] y" — afy = 0. 


Cette dernière admet comme solution particulière la fonction hyper- 


géométrique y — F (a, B, y, z), laquelle ne sera introduite que 
plus tard (voir chap. IV). 


b) Si l'équation © (x) — O0 admet des racines multiples, on a 
G(xz) — (zx — a). Opérant dans (1) le changement #t — 
on obtient 


z—a ? 


” LS 
Pc lu 2 AT Ly=0. 


C'est l'équation généralisée du type hypergéométrique pour © (4) — 
— t, et, comme on a montré au point 2, elle peut être réduite à la 
forme 


tu” + t(t)u’ + pu = 0, (27) 
où + (4) est un polynôme de degré non supérieur à l'unité et u une 
constante. La réduction à la forme canonique des équations du type 
(27) sera étudiée plus tard. 


2) Soit o (x) un polynôme du premier degré, © (x) = x — a. 

Posant x = a “+ bz, mettons l’équation (1) sous la forme 
zyÿ"+T(a + bz) y” + Àby = 0. (28) 
Si t’ (x) = 0, alors, quel que soit b, l'équation (28) représente l’équa- 
tion de Lommel (20) dont les solutions s'expriment par des fonctions 
cylindriques. Par contre, si +’ (x) 0, alors, quand b — 5 . 
on a 
T(a + dbz) = T(a) + +’ (x) bz — + (a) — z. 
L'équation (28) se transforme alors en équation pour la fonction 
hypergéométrique dégénérée 
2ÿ + (y — 2) y — ay = 0. 

Cette équation admet comme solution particulière la fonction hyper- 
géométrique dégénérée y = F (a, y, z) (voir chap. IV). 

3) Si © (x) est constant, on peut admettre © (x) = 1. 

Posant x — a + bt, écrivons l'équation (1) sous la forme 


y" + bt (a + bt) y” + Ab°y = 0. 

En choisissant les constantes a, b et v, on réussit à ramener l'équation 
obtenue à l'équation pour la fonction d’Hermite (voir chap. IV): 
y" — 2ty + 2vy = 0. 

5% 
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$ 11°. Fonctions de seconde espèce 


1. Propriétés fondamentales. Ainsi qu'il a été montré au $ 5, 
les fonctions de seconde espèce 


b 
q(9= | AO Œ, 24e, b], (t) 


constituent les secondes solutions de la relation de récurrence pour 
des polynômes orthogonaux quelconques p, (x). Etudions plus en 
détail les propriétés des fonctions de seconde espèce q, (z) correspon- 
dant aux polynômes orthogonaux classiques. A cet effet, utilisons 
la formule de Rodrigues: 


) b 
qn (= [008 ge 4, | EE (0718) p (E)1dE: 


Intégrant par parties r fois, on obtient 
— s)n+i 


b 
qn G)= Aunt | FH de, 


zéla, b] 


{on s’assure aisément que les substitutions s’annulent). La fonction 


bd 
__i __ Ann! ( o"®)p) 
Q (= Fo mO=SG J G—2""* dE @) 


est évidemment une fonction du type hypergéométrique. La condition 
{8) du $ 10 est vérifiée pour le contour C. Puisque la représentation 
intégrale (2) pour ©, (z) ne diffère de la représentation intégrale 


(18) du $ 7 pour p, (z) que par le facteur constant _ et par le contour 


choisi, les fonctions p, (z) et ©, (z) vérifient les mêmes équations 
différentielles et les mêmes relations de récurrence. La fonction 
Q,(2), qui ne diffère de g,(z) que par un facteur indépendant de n, 
sera toujours appelée fonction de seconde espèce. 

Si la fonction p (z) admet un point de ramification pour z=aet 
z= b, il faut rendre la fonction @, (z) uniforme en pratiquant certai- 
nes coupures sur le plan de la variable complexe z, par exemple la 
coupure (a, +), allant du point z—a à droite le long de l'axe 
réel. Ce faisant, on suppose que p (z+ i0) = p (x) pour z € (a, b). 

De la forme explicite de la fonction @, (z) définie par les formules 
(1) et (2), on peut tirer le développement asymptotique de Q, (z) pour 
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les grandes valeurs de |z|. À cet effet, utilisons l'égalité 
1 1 + GP . 
E—z 2 = -+(5 ($ +)" + er |= 
1 Ep+i 
=-15 (< i)"+ ŒE—2)zæti (3) 


Intégrant (3) par rapport au poids p,(E)p(E) dans les limites de a 
à b, on obtient 


P bd 


PQ (D= 5 | 8Pa 


Rk=n a 


rp (2) 
TR (4) 


b 
p+i 
Tp (2) ne | E Fr) p (&) dE. 
Nous avons employé, au cours de l'intégration, la propriété d’ortho- 
gonalité (8) du $ 4. 

Si la plus courte distance du point z à l'intervalle (a, b) tend vers 
l'infini, on tire de | r, (z) | 0 et de l° égalité (4) le développement 
asymptotique de la fonction de seconde espèce @, (z). En particulier, 
pour p = n—+1, on tire gs " 


Qu (= fi+o (+) ]. (5) 


Pour connaître les propriétés des fonctions de seconde espèce, 
écrivons l'expression de @, (z) comme suit: 


[jme pan [207 


D'après le théorème de Bezout, la première intégrale du second mem- 
bre est un polynôme x (2) de degré (nr — 1) ; la deuxième intégrale 
s'exprime à l’aide de la fonction Q, (2). On a donc 


Qn (2) = ET Oo (2) + ns (2). (6) 


Toutes les singularités de la seconde solution de @, (z) sont donc dé- 
finies par le comportement des fonctions Q, (2) et RE Par ailleurs, 


on peut se faire une idée du comportement de la seconde solution de 
l'équation différentielle pour les polynômes orthogonaux classiques 
avec z + a où z —+ b (a ou b prenant des valeurs finies) en s'appuyant 


Qh (2) —. 


p (2) 
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sur le corollaire du théorème 4 du $ 1 pour Æ(z) — o(z)p(z) et 
m — 0. En particulier, la fonction de Jacobi de seconde espèce 
Qte:B (z) sera non bornée pour z + M si $ > 0, ou, respectivement, 
pour z +1 si a > 0. De même, la fonction de Laguerre de seconde 
espèce QZ (z) sera non bornée pour z +0 si a > 0. 

Comparant (2) avec les égalités (5) et (7) du $ 10, on constate que 


b 
, koAo | Lu ? 
Qt)= RE | px) ds, ko= —-50"+ 7. 


D'où 
Qo(a)= Qo (en) —C | (7) 
5 = 
C= ko | p (x) dx. (8) 


a 


En qualité de z,, il y a intérêt à choisir une valeur de z telle que 
Qo (Zo) = 0. Puisque Q, (25) 0 pour toute valeur finie de æ 6 
€ [a, b] (voir $ 5, 3), il est logique de considérer le comportement de 
@o (z) pour z — . On voit de la représentation asymptotique (5) 
que pour les fonctions de Laguerre de seconde espèce Q£ (z) on peut 
poser z9 — —, tandis que pour les fonctions d'Hermite de seconde 
espèce Zz9 — Hico. En ce qui concerne les fonctions de Jacobi de 
seconde espèce Q@:B)(z), on prendra z, = © pour a + B > —1. 

11 découle de (7) que pour z + x avec x € (a, b) il existe des limi- 
tes de @, (x + i0); donc, en vertu de (6), il y a aussi des valeurs 
limites de Q, (x + i0). Puisque, conformément à (2), 


Pp (2) Qn (z) = p (5) Qn ) 


(la barre symbolisant la conjuguée complexe), il est préférable de 
choisir pour z — x en qualité de seconde solution de @, (x) de l’équa- 
tion différentielle pour les polynômes orthogonaux classiques non 
pas @, (x + i0) mais la combinaison réelle de ces fonctions 


p (2) Qn (2) = +10 (z + 0) Qn (x + 10) + p (x — 10) Qu (x —i0)] 


(rappelons que p (x + i0) = p (x)). 

On peut montrer que la fonction @, (x) ainsi définie vérifiera les 
mêmes relations que le polynôme p, (x) pour x € (a, b). La repré- 
sentation intégrale (1) reste aussi vraie, à condition cependant qu'on 
comprenne l'intégrale au sens de la valeur principale *). 


*) Pour une étude plus approfondie des propriétés des fonctions de seconde 
espèce, voir l’article de V. Ouvarov «Théorie de la seconde solution de 
l'équation différentielle pour les polynômes orthogonaux classiques », Rapports 
de l'Académie des Sciences de l'U.R.S.S., 125, 2, 1959. 
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I1 découle de la formule (7) que la fonction Q, (2) se réduit pour 
les polynômes de Jacobi à la fonction bêta incomplète B, (p, q), pour 
les polynômes de Laguerre à la fonction gamma incomplète TV (a, x), 
et pour les polynômes d’Hermite, à la fonction des erreurs ® (x). Ici 


B;(p, 9)— | bP-1 (4 — 1-1 dé, 
0 
œ 9 L 
— -ta-i Æ ———— {3 : 
T'(a, x) IL t"1dt, O({x) 7 Je dt 
2. Quelques fonctions spéciales s’apparentant aux fonctions de 
seconde espèce d'ordre zéro. 
1) Pour la fonction de Laguerre de seconde espèce on a, en posant 
dans (7) Zz9 = —: 


Qo() = Qi (2 =T(a+1) 


8 


Œ ff _à& 
re lat) | Era 0 


œ 
ga+1 


ut 


Pour des valeurs entières de a = m — 1 (m = 1,2,...), la fonction 
QZ (z) s'exprime à l'aide des fonctions 


12 CEA ds, Rez=>0 (10) 


sn 
1 


fréquemment employées, par exemple, dans les problèmes de propa- 
gation du rayonnement dans la matière, en théorie des piles nucléai- 
res *). Les fonctions £,, (z) sont connues sous l'appellation d’exponen- 
tielles intégrales. 

Posant dans (9) Ë = —z2s, a = m — 1, on a pour z > 0 


Qt (—5)= (m1) | 


m4) Ê ess ,  (m—1)l 
1 
Grâce à la relation (11), on arrive à définir E,, (z) pour toute valeur 
complexe de z. 
Utilisant la représentation asymptotique (5) pour @, (z), on 
trouve sans peine la représentation asymptotique pour la fonction 


*) Cf. Y. Zeldovitch, Y. Raïizer, Physique des ondes de choc 
et des phénomènes hydrodynamiques à haute température, « Naouka », 1968; 
A. Galanine, Théorie des réacteurs nucléaires à neutrons thermiques, 
Atomizdat, 1959. 
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En (5) = [1+0(+)]. (42) 


Afin d'obtenir les relations de récurrence pour les fonctions £,, (2), 
procédons dans (10) à l’intégralion par parties: 


0 co 
Pa 1 4 e”zs lo 2 e2s 
Enr (= [Er de 5 | Sd = 
1 1 


= je" —1En(2)]. (13) 


Dérivant par rapport à z dans (10) sous le signe d’intégration, on 
obtient sans peine la formule de dérivation : 


Em (2) = —Em-1 (2). 


Etudions maintenant le comportement de la fonction Æ, (2) 
pour z —+ 0. Pour cela, en vertu de (13), il suffit d'examiner le compor- 
tement de la fonction E, (z). Selon (11), on a 


E(@= | as —_ ds. 


a - 


Il s'ensuit que pour z —+0 la fonction EÆ, (z) a une singularité. Pour 
l’isoler, faisons quelques transformations identiques: 


Développant e—: suivant les puissances de s et intégrant terme à terme, 
on obtient le développement de la fonction £Æ, (z) suivant les puis- 
sances de 2: 

À 


E;(2)=C—Inz+ ÏY Ir (14) 


k1” 
k=1 
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Pour calculer la constante C, intégrons par parties: 


C=etins(?+ {etinsds+(et—1)Ins+ 
1 


1 ao 
+ (etinsds= | e*insds=1(1)= 7 
0 


0 


(y est la constante d’Euler). 

Remarquons qu’à côté de £;, (z) on emploie souvent, en pratique, 
la fonction Ei (z) dite fonction exponentielle intégrale, apparentée 
à Æ, (2) et liée à cette dernière par la relation 


E; () = —Ei (—2), 


ainsi que les fonctions 


si()= (SE, ciç=f<E 4, 
0 co 


“| SL dti | sin? d=—{0ci G)+i[ si G@]}. 


z 


Ainsi donc, pour z>0 
Ci (= —+ (Es (is) + Es (— à), | 


: EL 4 1 : (45} 

Si (2) = +357 [Ei(iz) —E(—iz)]. 

En vertu du principe de prolongement analytique, les relations (15) 
restent vraies dans un domaine plus vaste de variation de z. 

On tire sans peine des formules (12), (14), (15) les représentations 

et développements asymptotiques de Si (z) et de Ci (z) pour des [2 
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petits. On a par exemple 


Do s (—1)8 z2hk+1 
Si @=2 'ERTIC ENTER 


. _. … (—1)k+172k 

Ci @=vtins 2 nt 
La fonction Si (z) est analytique dans tout le plan complexe, alors 
que Ci (z) ne l’est que dans le plan présentant une coupure le long 
du demi-axe (—co, O). 

2) Pour la fonction d'Hermite de seconde espèce, quand on pose 
dans (7) z9 — +io (le signe coïncide avec celui de Im 2), il vient 

+ioo 
Q(=C | ed, 


L 2 


00 


C= —kA) | e-*dr=2V n. 


On exprime aisément la fonction @, (z) à l'aide de la fonction 
des erreurs 


C2 
L 2 


® (2) = = | e-&° dE (16) 


dont l’emploi est très large dans bon nombre de problèmes (propa- 
gation de la chaleur, théorie des probabilités, etc.). En effet, pour 
z2>0 on a 


Qtiz)=2Vr \ et dd=2V ri | e-E® dE = ni {1 —O (z)]. 
iz z 
Utilisant la représentation asymptotique (5) pour @,(z), on 


trouve facilement la représentation asymptotique pour la fonction 
des erreurs : 


DE 1+0(2)]. 


Le développement de la fonction ® (z) suivant les puissances de z 
peut être obtenu en développant en série e-#* dans (16) et en inté- 
grant terme à terme: 


=. 2 i (—1)h z2k+1 
VE 2 HET 
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A la fonction des erreurs sont étroitement liées les intégrales de Fresnel 


S(2)= | sin dt, C(2= | cos = dt. 
0 0 
En effet, pour z2>0 on a 


: . nt 


C(z)—iS (:) = | e do ( V is) ; 


Ü 


La relation ainsi établie permet d'obtenir le comportement asympto- 
tique et le développement en série des intégrales de Fresnel. 


$ 12. Représentations asymptotiques en cas 
de valeurs élevées de n 


1. Réduction de l'équation différentielle à la forme élémentaire. 
A l’aide de l'équation différentielle pour les polynômes orthogonaux 
classiques 


[o (x) p (2) y QG) + px) y(r) =0 (a <zr< b) (1) 
on obtient, pour ces derniers, des représentations asymptotiques 
simples avec rz — œ, ce qui correspond à À —+ co. Pour le faire, 
cherchons tout d’abord à mettre l'équation différentielle (1) sous sa 


forme la plus simple par la méthode de changement de variables. 
Remarquons que l'équation 


[k (x) y” (x)l + Tar (x) — p (xl y (x) = 0 (2) 
peut être toujours réduite par changement de variables 
y=pru(s, s=s(x) (3) 
à la forme - 
u"(s) + —gqg(slu(s) =0 (4) 


si les fonctions œ (x) et s (x) sont choisies de façon convenable. En 
effet, si l’on porte (3) dans (2), on constate que l'équation (2) se 
réduit à la forme (4) si les conditions suivantes sont vérifiées : 


me t®  9@ 1 Us) _ _1 kr 
SG k(z) ? po 2 ks 4 k(rr(z) ” 5 
(s) — P(x) __ (kg 6) 
OT ro 


Pour les polynômes orthogonaux classiques on a kÆ (x) = o(x)p(x), 
r (x) = 0 (x), p (x) = 0, et les conditions (5) prennent la forme 


hope. 0e NOorPvCL. 02e 
(6) 


O(z) * (x) 40(x)p2(z) 40 (x) 
27 (x) — 0” (x) “e [o” (x) — 27 (2)] [80° (x) — 27 (x)] 
z ï 


g(s)= 160 (z) 
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Pour cette raison on peut poser, en particulier, 


x 


dt 
S(T) —= | ——— (7 
[7 ) 
p(z)= A [o(z)p2(2)17*, (8) 
où x, et À sont des constantes. Par la suite on admettra que a prend 
une valeur finie, car les polynômes correspondant au cas a — —co 


peuvent être exprimés en fonction des polynômes de Laguerre (voir 
$ 6, 3 et $ 7, 4). On choisit donc dans (7) zo = a. 

La fonction © (x) ne s’annulant que pour x — a ou x — b, la 
fonction s (x) sera continue et monotonement croissante si a < zx << 
< b, et on peut en conclure qu'il existe la fonction inverse x = zx (s) 
continue et monotonement croissante. Pour a << x << b la fonction 
q (s) sera une fonction continue de la variable zx et, par conséquent, 
de la variable s aussi. La fonction gq (s) ne peut donc avoir des sin- 
gularités que pour s — Ô ou s — sy, où so — s (b). Pour n'avoir à 
considérer qu'un seul point singulier de la fonction g (s), nous étudions 
l'équation (4) pour 0 < s << 59. 

Essayons de comprendre la nature de la singularité de la fonction 
q (s) et le comportement de la fonction (x) pour z —+a, c.-à-d. 
pour s +0. Six = a, alors © (x) Æ ©” (a) (x — a); donc, 

— ( dt 0 z—a 
yon SV vo: 


a 


d'où 
p'(z) 1 1 ___t(a) 
p{z) ” 2(r—a) [+ 6° (a) J° @) 
Il est commode d'introduire la notation 
__ T{a) 
== a) — À. 


On vérifie sans peine que pour les polynômes de Jacobi v — B et pour 
ceux de Laguerre v = a. Aussi peut-on considérer que v > —1. 
Utilisant l'équation (9) pour (x), on a pour x & a: 
p(z) &=C(r—a) "05/2 L Ds-(v+u», 
d’où 
u (s) TZ 32 sv+le. 


Ici C et D sont des constantes. On choisit la constante À dans l’'ex- 
pression (8) pour (x) de telle façon que D = y (a). Alors 
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Des estimations plus détaillées entraînent la relation suivante 
pour s —>0: 


mr = 1 +0 (6). (40) 


D'autre part, en développant dans (6) l'expression de gq (s) sui- 
vant les puissances de zx — a = 1/40’(a) s, on obtient pour s Æ 0 


1 
q (s) Æo+<, = —— 


(go étant une constante). Il en découle que pour 0 < s << s, la fonc- 
tion g (s) peut être représentéel sous la forme 


g(s)= TE + j (s), 


où f(s) est une fonction continue. 
Nous avons donc ramené l'étude du comportement asymptotique 
des polynômes orthogonaux classiques à l'étude du comportement 


asymptotique, pour À —+ co, de la solution de l'équation différen- 
tielle 


+ (a- hu =ru(s) C<s<s) (41 


s2 
avec la condition initiale (10). Rappelons que la fonction y (x) est 
liée à u (s) par la relation 
— À 14 (1 
y()= A0 (PT us), s 7 


et que la constante À est choisie à partir de la condition 
u(s) | 


sV+e 


lim 
s—0 
de sorte que 
_ [sx p2(7)] 74 
D TS 


Pour les polynômes de Jacobi on a 


a = —À, v = $, = =nn+a+$ +1), 
S — arccos (—x), 


a-$ a— 
A= PP (—1)2 © =(—17 PÉ 9 (412 ? — 
æ-$ 


”) 


_p_4un 2 © Mr+B+1) 
=(—1) niT(B+1) L 


a—B 
pS B) (x) —(—1) 9 2. T'(n+8+1) u (s) 


nITB+D damage U2) 


78 POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES (CH. 11 


Pour les polynômes de Laguerre on a 


a=0, v—=a, À—=À,=n, s=2V x, 


A= LE(0)2-%-"2 = T'n+a+1) 

+ a 9) 2+1/2n 17 (œ+1) 
æœr\  T(n+a+1) ex/? 
La (x) = TT RIT@LD ati 4 (s)- (1) 


? 


2. Recherche des représentations asymptotiques par la méthode 
de Steklov. La méthode proposée par V. Steklov *) permet d'obtenir 
les représentations asymptotiques pour la fonction x (s). Cherchons 
à résoudre l’équation (11) par la méthode de variation des constantes, 
le second membre étant considéré comme une fonction connue. 
Suivant cette méthode, la solution générale de l'équation non homo- 
gène 

u" (x) +a(rxu(z) =F (x) 
a la forme 


u (2) = Cou (2) + Cou (e) + 
Has [F® fu ®) ue (E) — vu (2) D] dE 


Ici u, (x) et u, (x) sont des solutions linéairement indépendantes de 
l'équation homogène correspondante ; C, et C. sont des constantes 
qu’on définit à partir des conditions initiales pour x = zx; 


Ui(x) U2(x) 
u,(z) u,(x) 
est le wronskien. Rappelons que pour les solutions linéairement indé- 
pendantes u, (x) et u, (x) le wronskien W(u,, u.) = const = 0. 


Appliquant la méthode de variation des constantes à l'équation 
(11), on a 


W (4, Up) = 


u (5) = Caus (s)+ Caus(s)+ À K(s, E) f (D) u (E) dE. (14) 
0 
Ici 
As D= pay M Oum (uw EI (15) 


*) Voir V. Steklov, Sur le comportement asymptotique des solutions 
TUE a différentielles linéaires, Editions de l’Université de Kharkov, 
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u, (s) et u, (s) sont les solutions linéairement indépendantes de l’é- 
quation 


u” + (1h) u= (0. 


Pour se débarrasser de la constante À dans cette équation, il suffit 
de changer d'échelle en posant VAs = t, u (s) = v (1): 

; 1 

+ (1-2) v= 0. (16) 


Les solutions de l’équation (16) s'expriment à l’aide des fonctions 
cylindriques d'ordre v, lesquelles seront étudiées au chapitre III. 
Pour une des solutions de l'équation (16) on peut prendre la fonction 
mu () = 4, VtJ,(t (4, est la constante de normalisation, J, (t) 
la fonction de Bessel de première espèce; voir $ 18), pour la seconde 
solution, la fonction v, ({) — À: V t Z,(t), où Z, (t) est une fonction 
cylindrique arbitraire linéairement indépendante avec J, (t). 

En vertu des propriétés des fonctions cylindriques, on choisira 
les constantes de normalisation et la fonction Z, (ft) de telle façon 


que les fonctions v, (t) et v. (1) jouissent des propriétés suivantes: 
1) Pour ? +0 


n(t)=i eV A+O(R),  w()=B""1+O(E) 
(si v=0, alors v,(t)=BVtin([1+0 (£)]). 
2) Pour 0<t<1 
Pa) IRCE Et", lu IRCÉR 
3) Pour t > 1 
ImDISC, ImOI<C. 


4) Wu, ve) = v (9) v, (4) — v (6) ve (4) = 1. 
Ici B et C sont des constantes. La fonction v, (t) est liée à la fonc- 
tion de Bessel J, ({) par la relation 


(9 = 2°T (v+1) VE, (6. (47) 
Dans tous nos raisonnements ultérieurs, il sera supposé que v 0. 
Les modifications pour le cas de v — 0 sont évidentes. 
Pour la fonction X (s, £) on obtient l’expression 


K(s, D = Ku(s, E = [oi (HE) ve (us) —v (us) v: (HE), u= VX. (18) 


Déterminons les constantes C; et C, dans l'égalité (14). Puisque 
la fonction f (s) est continue et qu'on a pour s +0 u (s) Æ sY+l/2 
il vient pour les faibles valeurs de s 


JA BOUT (O) | As, DE de 


0 
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Considérant le comportement des fonctions v, (us) et 2, (lis) figurant 
dans l’expression (18) pour X, (s, Ë) dans le cas de s “0, on s'as- 
sure aisément que 


À Xu (8, 2) f (D 2 (E) dE= 0 (sv+*4). 


0 

Comparant le comportement du premier et du second membre de 
l'égalité (14) pour s +0, on trouve, en vertu de (10), que C;, = 
—= uv, C, = 0, c.-à-d. _ 


u(s)= _ [ui (us) + R, (s)], (19) 
h 


Ru (s)= uv Ku(s, &)  (E) u () dE. 


Montrons que la quantité R, (s) dans (19) peut être négligée, à 
condition que les soient suffisamment grands. Donnons d’abord 
l'estimation de la quantité 


[u (s)| 
M = max. 


us<1 S 

Utilisant l'inégalité s < 1/u, on suppose naturellement que 1/u << 

<< S- Cela est toujours s réalisable avec des u suffisamment grands, 

c.-à-d. pour up > Lo, Où 1/u0 << 5,- Comme, pour us < 1, il découle 

de l’ égalité (19 et des estimations données ci-dessus | pour les fonc- 
tions v, (£) et v, (t) que 


KG, DI<CVE[(È)"+(2)"], 


on a 


lie (s, 87 (Eu) d|< 


<-r Ka (s, à) Eu (D Œ< 


<MC? max | E)| (VF VaE[ (À) +(2)]e- 
—=MO(s). (20) 
I1 découle donc de l'équation (19) que 
HOlCC+Mo (+) | 


sv+Ue 
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d’où 
M<C+MO (+) 
== u? d 
Résolvant cette inégalité par rapport à M, il est aisé de s'assurer que 


la quantité M est uniformément bornée pour toutes les valeurs de pu. 
L'estimation (20) pour us < 1 nous donne 


Ru (s)= pv+#20 (sv+5/). 
Comme v=>—1, on a sv+52< (5) , d’où 


R(9=0 (+) (us). 


Soit maintenant us > 1. Divisons l'intégrale dans l'expression 
de R, (s) en deux intégrales: dans les limites (0, 1/u) et dans les 
limites (1/u, s): 


R, (s)= RP (s)+ RP (s). 

La quantité RP (s) est évaluée de la même façon que pour us < 1 
et donne O (à). Procédons à l'estimation de RE (s). Pour us > 1 
et ME >> 1 on a en vertu de (18) 


LK (6, DIS. 


Appliquant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on obtient 


| ET DE &|< a (u | (FE, 


1/u 0 
où 
(u)= | u? (E) dE. 


0 


Ainsi donc, quelle que soit la valeur de s < 5, on a toujours pour 
R, (s) l'estimation suivante: 


IRGOISO(+)+w-ram2e) [rE& «1 


0 


La quantité d? (u) s'exprime aisément en fonction du carré de la 
norme d; du polynôme orthogonal correspondant après le passage de 
6—01174 
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la variable s à la variable x au moyen des formules (7) et (8). En effet, 


80 b 
æ(u= (u(sds= | Foi À [rte (x) dr = 
0 a 
Aussi (voir $ 7, 4) 
228+1T2(B+t)n IT (nto+1) 

(2n+a+B+1) l(n+B+1) FT (n+a+p+1) 

Œ(B)= 222+ir (a+4)n! 
r(in+a+i) 


(pour les polyné- 
mes de Jacobi) ; 


(pour les polyné- 
mes de Laguerre). 


Pour donner des estimations concrètes de la quantité R, (s), il est 
commode de se servir de la relation suivante déduite au $ 2 0: 

._. T(+a) 

lim Tzl () = À. 

Donnons maintenant les résultats définitifs des estimations asymp- 
totiques des polynômes de Jacobi et de Laguerre. Si 1 << r < 
< 1 — 6 (ô > 0), la fonction f (s) pour les polynômes de Jacobi est 
bornée, et les formules (12), (17), (19) et (21) donnent 


a+B 
(—1)92 © T(n+B+1) 


(æœ, B) EE  — 
Pr (x) er LB+Wa (A—2)2/2+1/e (4 + 2)P/2+Ve * 

| X [V UnS J8(Uns)+rn(x)], (22) 
ou 


Tn (Z) =0 (2) » S=arccos(— x), 


U=VAn=Vrin+at+B+1). 


En particulier, pour les polynômes de Legendre on a 


Pa (= 7 re [VHS Johns) +0 (2) ], 
s=arccos(—:), un= nm). 


La représentation asymptotique de P(.b) (x) avec r —+ 00, —1 + 5< 
< zx < 1 peut être tirée de (22) au moyen de la formule 


p@ B) (— zx x) = (—1)" PÈ @) (x). 
Pour les polynômes de Laguerre on obtient 


r 4 e*/2 ns 
LE (z)= AIT SEUr [VUS Ja (Uns)+rn(x)], (23) 


* 


ou 
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r (2) =0(+)+0(—< 1) V ro 
0 
s=2Vz, = Et, mer 


Pour les polynômes d'Hermite, les formules asymptotiques 
s’obtiennent à l’aide de (23) si l’on a recours aux formules qui expri- 
ment les polynômes d’Hermite en fonction de ceux de Laguerre (voir 
$ 7, 4). Ce faisant, on se rappellera que (voir & 21) 


J18()=V Z_ cos z, Ji) =) Z_ sin. 


Si dans les formules (22) et (23) x > 6 > Q, alors u,s — oo quand 
n — oo et on peut employer la représentation asymptotique de la 
fonction de Bessel J, (z) pour z —+ : 


VzJ, @=y/ cos ( 2 x)+0(+). 


A l’aide de (22) et de (23), il est facile d'obtenir des estimations 
plus grossières pour les polynômes de Jacobi et de Laguerre au moyen 


des inégalités 
La ()1=12T (v+1) VE, (| 
C (220, v+520), 


C(i+ést) (120, v++<0) 


Ces inégalités résultent des inégalités pour v, (t) considérées ci-des- 
sus. Il en vient 
[e à 
e-sgentn V @l C Cat Conde | 
dn  (2n+a+1)/s 
(a+5>0, z>0) 
isa den G4) 
< 


(1 2)" (1 Ne z)P/2+4 LCs 


Fr B+7>0, —1<r<1) | 


(C1, C», Ca sont des constantes). 
Les estimations analogues pour Le (x) et P@:6) (x) sont faciles 
à obtenir également pour le cas où a + 1/2 < © et B + 1/2< 0. 


6* 
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$ 13. Développement des fonctions en séries suivant 
les polynômes orthogonaux classiques 


1. Caractère fermé du système de polynômes orthogonaux classi- 
ques. On cherche souvent, en physique mathématique, la solution 
des problèmes aux limites au moyen du développement de diverses 
fonctions en séries suivant les polynômes orthogonaux classiques: 


f(2)= 2 Cnpa (2) ) 


L'’orthogonalité réciproque des polynômes orthogonaux classiques 
nous permet d'obtenir formellement les coefficients C,. Intégrant 
terme à terme la série (1) après l’avoir multipliée par p,(x)p(x), 
on obtient 4 


b 
1 
Cn =-7 | 1 (2) Pn (2) p (x) dx (2) 
Pour les coefficients C, a lieu l'inégalité de Bessel 
co d 
Z Crdi< | f(x) p (x) dz (3) 
n=0 a 


qu’on peut démontrer de la façon suivante. On a 


b N 
| [f (x) EN > CnPn | P (x) dz >. 
D'où ‘ Fons 


b N b N 

frHet@ar-2 Cu | f() pr (pm dr+ D Cads >0 
a n=0 a n=0 

ou 


b N 
[FG)p(adr> D Cid. 
a n=0 
L'inégalité obtenue étant vraie pour tout N, après le passage à la 
limite pour V —> 0, on trouve l'inégalité de Bessel (3). 

Pour que le développement (1) ait lieu dans une classe quelconque 
de fonctions, il faut que cette classe ’admette pas de fonction 
f (x) = 0 telle que les coefficients C, — 0, quelle que soit la valeur 
de n, c.-à-d. que les égalités 


b 
| fG@)Pn()o(dz=0 (n=0, 1, ...) (4) 
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doivent entraîner f (x) = 0. Le système de polynômes possédant cette 
propriété est dit fermé. 

Montrons que tout système de polynômes orthogonaux classiques 
{Pr (x)} est fermé pour les fonctions f (x) continues et de carré intégrable 


b 
À (a) p (x) de < oo. (5) 


Notons que cette condition garantit l’existence des coefficients C,» 
car, selon l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on a 


b b 
Ex V À (ap (2) à | pa (x) p (2) d7 < 00. 


Pour démontrer que le système de polynômes orthogonaux classi- 
ques est fermé, considérons la fonction d'une variable complexe 
b 


F(a= | e%ÿ (2) p (x) de. (6) 


Utilisant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on obtient pour 
Imz>cC 


arte pt de | e-xim:|f(x)|p(x) dr 


ON 
ec |f(r) lp dr (e-26p (2) dz | P (2) p(z)dz. 


< e-2Cxp 


Ou) © 


b 
Pour toute valeur de C l'intégrale | e-2Cxp (x) dx converge pour les 


a 
polynômes de Jacobi et d’'Hermite, et pour C > —1/2 elle converge 
aussi pour les polynômes de Laguerre. En vertu de l'estimation 
obtenue, l'intégrale définissant F (z) converge donc uniformément 


dans le demi-plan Im z2>C > + et, en particulier, dans le 


cercle |z2|< R << 1/2. 

Utilisant des estimations analogues, on démontre sans peine la 
convergence uniforme dans le même domaine des intégrales obtenues 
après la dérivation en z de l'expression sous le signe d'intégration. 
Donc, en vertu du théorème 2 du $ 1, la fonction F (z) sera analytique 
dans le cercle en question et l’on pourra, en calculant ses dérivées, 
effectuer la dérivation sous le signe d'intégration, en particulier, 

b 


EF (0) bo | z'f(x)p(z)dz (n=0, 1, ...). 
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Par hypothèse, les égalités (4) sont vérifiées, de sorte que 
b 
pa (2) f (x) p (2) dr =0, 


d'où il résulte immédiatement 
F® (0) =0 (n = 0, 1, ...). 


D'autre part, on peut développer la fonction F (z) en série de Taylor: 


FU)= DFE, [1<R<T+. 


n=0 


Comme Fr) (0) — 0, dans le cercle |z2|]< R<!1/, la fonction 
F (z) = 0. Conformément au principe de prolongement analytique, 
F (z) = 0 pour tout z appartenant au domaine d’analyticité de la 
fonction F (z). En particulier, F (z) = 0 pour tout z réel. 

Il est évident que la formule (6) pour F (z) peut également s'écrire 
sous la forme 


F)= | f(x) (2) ds (7) 


si l’on pose f (x) p (x) = 0 pour z<aet x > b. 

Pour des z réels l’expression (7) de F (z) représente le coefficient 
de développement de la fonction f(x) p(x) en intégrale de Fourier. 
Conformément à l'égalité de Parseval, l'intégrale de Fourier a pour 
expression 


f H(ptaPds= | 1F(G)Pd=0, 


d’où f(x) = 0, car f (x) est continue et le poids p (x) est positif 
quand zE a, bl; or cela contredit notre hypothèse de départ. 
Donc, tout système de polynômes orthogonauzx classiques est fermé sur 
l'intervalle (a, b) dans La classe des fonctions continues f (x) vérifiant 
la condition d'intégrabilité (5). 

2. Théorèmes de développement. S'appuyant sur le caractère 
fermé du système de polynômes orthogonaux classiques et sur les 
estimations obtenues au $ 12, on arrive facilement à établir les con- 
ditions les plus simples qui permettent le développement (1) pour 
n'importe quelle fonction f (x). Appliquons-nous à démontrer le 
théorème suivant. 


Théorème 1. Supposons que la fonction f (x) est continue pour 
a << x << b, qu'elle admet une dérivée continue par morceaux dans ce 
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b b 
domaine et que les intégrales | f® (x) p (x) dz, | [f" (x) © (x) p (x) dx 


sont convergentes. Le développement (1) est alors valable, la série dans 
(1) étant uniformément convergente en x pour a << Zz Is € b. 


Démonstration. Cherchons d’abord à évaluer les coefficients 
b 


de Fourier C,. Vu que l'intégrale | [f (x) Fo(x)p(r)dzr converge, 


a 


co 0 
la série D Cd 1 doit aussi être convergente selon l'inégalité 
== 


de Bessel, et on a dans cette série 


d 
Cui= 2 À (2) pa (x) 6 (x) p (a) dz, 


n 


b 
d}, {— | [Pa (x)? © (x) p (x) dx. 


Etablissons la relation entre les coefficients C,, et C,. A l’aide de 
l'équation différentielle (9) du $ 7, pour a << x, << x: << b, on obtient 
za 

d , , 
À 5 Lf (2) pa (x) 0 (z) p (æ)] dz = [f (x) pa (2) 6 (a) p (x) 


x1 


X2 
x1 


= ( f(z)Pa(x)o (z)p(z) dr — à, ( f(x) Pa(z)p(x)dz. (8) 


Montrons que 
Î (x) Pn (2) © (x) p (x) +0 


pourz +aet pour z —+ b. Pour cela, donnons à x, dans (8) une valeur 
fixée et considérons le passage à la limite x, a. Les intégrales du 
second membre de (8) ont les limites finies conformément aux con- 
ditions du théorème. Aussi 


f (1) Pn (a) © (x) P (m1) Ré D, 


(D, est une constante). Montrons que D, = 0, quel que soit nr. En 
effet, soit D, = O0 pour une certaine valeur de ». Alors pour z +a 


fG)& 


—__Dn___ 
PL (z)0(z)p(x) ” 
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L relation limite obtenue contredit la convergence de l'intégrale 
| f* (x) p (x) dz. Le cas x, —+ b est considéré de façon analogue. 


On vient de montrer donc que 
[f (x) pa (x) 6°) p (a) le = 0, 


c.-à-d. que 
b b 
À F' (æ) ph (e) 0 (x) p (x) dz = An | f ()ipn (2) p (a) ds. 
En particulier, lorsque f(x) = p, (x), on a di. 1 —AÀ,d?, d'où Ch.1— 
—=Ch. Puisque la série > Cid : est convergente, la série 
n=0 


pi AnCAad doit l’être aussi. 


Montrons maintenant que la série (1) qui nous intéresse converge 
uniformément pour ax <r<z: << b. Appliquant l'inégalité 
de M os on a 


| S CaPn (5) | À Ga, Ve ele 


n=Ni n=Ni 
: (z) 
<V > ca, s _— a< < 
n=N: n=N: 
Te Ne “ (x) 
n=0 n=Ni k 


La série > À 2 ee converge uniformément dans le domaine consi- 
EN 

déré ; il est facile de le montrer à l'aide des estimations grossières 

obtenues pour p, (x) au $ 12. En effet, pour les polynômes de Laguerre 

Pn (x) = L£ (x), par exemple, quand a + */, > 0 on a en vertu de 

l'estimation (24) du $ 12 


— PE(x) 1 
Per << e* z-(e (C, + Cox 4) 2 un ! a+ 1% (10) 


De cette inégalité découle immédiatement la convergence uniforme 
dans le domaine 0 < ô << x < zo << © (x, est un nombre arbitraire) 
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de la série > pe pour Pn (x) = L& (x). Dans les autres cas, la 
n=1 
démonstration se fait de façon analogue. On voit donc qu’en vertu 
des estimations (9) la série 3, CAP, (x) converge uniformément et 
n=0 


représente, par conséquent, une fonction continue. 
Considérons la fonction 


F(e)=f(2)— 2 Cups (2). 


Cherchons les coefficients de Fourier de son développement en série 
suivant les polynômes p, (x). On a 


[7 T (&) Pn (z) p (2) de = Îr aoe[r@-> 
R 


N-1 


> 0 | Pn(z)P(z)p(z)dr—Im (11) 


R=0 


CyPr (2) | dr — 
“ 


= 


b co 
In = | pa (2) p (2) [ 5 Cara (a) ] de 
a R=N 


Donnons l'estimation de 7x à l’aide de l'inégalité (9): 


à 
® è PÀ (x) 
[nl V } Cidi | 1 CAES D a d 


Utilisant les estimations du type (10), on peut montrer que JZ y; + 0 
rs N 00. Passant à la limite dans (11), on obtient 
b 


| Fo moto er c, a5 Cx Ÿ Pa (2) pa (2) p (2) dr —0. 
R 


= a 


Comme l'intégrale 


f(x) Pr (x) p(z) dx =0 


Q 3 ©: 


pour tout » et la fonction f (x) est continue pour a << rx < b, on a, 
en vertu du caractère fermé du système de polynômes orthogonaux 


classiques, f (x) = 0 pour a  r << b, ce qui démontre la validité 
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du développement 
f(@)= À Chip, (2). 


On vient de démontrer le théorème de développement pour les 
fonctions f (x) satisfaisant à des conditions assez restrictives. Avec 
un mécanisme de démonstration plus compliqué, on arrive à démon- 
trer un théorème de développement plus général. A cet effet, il est 
commode de réduire d’abord l’équation différentielle pour les poly- 
nômes orthogonaux classiques à sa forme élémentaire (voir $ 12, 1): 


u"(s) +A—qg(slu(s 0 (0<s<s). (12) 


Les fonctions propres de l'équation différentielle initiale deviennent 
alors les fonctions propres u — u, (s) de l'équation (12). Désormais, 
au lieu du théorème de développement suivant les polynômes ortho- 
gonaux classiques *), on peut considérer le théorème de développe- 
ment suivant les fonctions u, (s), qui s’énonce comme suit. 


Théorème 2 (théorème de la convergence 
s0 


simultanée). Si l'intégrale | f* (s) ds converge pour une certaine 


) 

fonction f (s), le développement de cette dernière fonction suivant les 
fonctions propres de l'équation différentielle (12) dans l'intervalle 
O << s << 5, converge ou diverge en même temps que le développement 
en série de Fourier trigonométrique sur ce même intervalle (si ss = ©, 
la série de Fourier est à remplacer par l'intégrale de Fourier). 


$ 14. Problèmes de valeurs propres 


1. Position du problème. Dans nombre de problèmes de la méca- 
nique quantique, il s’agit de chercher les niveaux énergétiques et 
les fonctions d'onde d’une particule se mouvant dans un certain 
champ de forces**). Si, dans ce mouvement, certaines forces exté- 
rieures retiennent la particule dans un domaine limité de l’espace, 
si bien qu’elle ne peut pas s’éloigner à l'infini, on parle des états liés 
de la particule. Pour obtenir les fonctions d'onde ÿ (r) définissant 
ces états, ainsi que les niveaux énergétiques correspondants E, on 


*) Cette question est traitée dans le livre de B. Levitan et I. Sar- 
gsian «elntroduction à la théorie spectrale », « Naouka », 1970, et dans 
l’article de V. Ouvarov «Développement suivant les fonctions propres 
de l'équation différentielle de la forme y” + ÀAy = [q(x) + c/x2] y», Revue 
soviétique « Calcul numérique et physique mathématique», 9, 5, 
| **) Nous nous bornons aux problèmes de valeurs propres se posant en 
mécanique quantique. Il convient de noter par ailleurs qu’en physique mathé 
matique on rencontre aussi des polynômes orthogonaux classiques dans bon 
nombre de problèmes de valeurs propres. 
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cherche la solution de l'équation stationnaire de Schrôdinger 
h2 
— 7% Ab+Uÿ=E, 


où À est la constante de Planck, u la masse de la particule, U (r) 
son énergie potentielle, > le rayon vecteur. 

La fonction d’onde w (r), qui doit être continue, est assujettie à 
la condition de normalisation 


[1 6) Pdo=1. 


En examinant les problèmes qui se rencontrent fréquemment en 
mécanique quantique, l’équation de Schrôdinger se réduit à des 
équations différentielles de la forme 


ou"+Tu+(T+v)u=0 (a <z<b), (4) 


où © (x) est défini par les formules étudiées au $ 6, + (x) et © (x) 
sont des polynômes aux coefficients réels de premier et de second 
degré au plus respectivement, v est une constante. 

On peut écrire l'équation (1) sous forme autoconjuguée : 


(cpu) + (S+v) pu =0. @) 


La fonction p (x) > 0 qu’on voit ici est solution de l'équation diffé- 
rentielle 


(op)" = tp. (3) 

Pour l'équation (2), le problème se pose 
comme suit: Zrouver toutes les valeurs de v telles que l'équation 
différentielle (2) ait sur l'intervalle (a, b) des solutions non triviales 


u (x, v) pour lesquelles les fonctions u (x, v) V p (x) sont continues 
Gusqu'aux valeurs x = a ou x = b si a ou b sont finis) et de carré inté- 
b 


grable, c.-à-d. que l'intégrale | Lu (x, v) p (x) dx doit converger. 
Dans le cas où a et b sont finis, il suffit que la fonction u (x, v) Vo (x) 
soit continue pour x € [a, b]. 

Comme on a vu au $ 10, on peut par le changement de variable 
y = y (x) u réduire l’équation (1) à une équation du type hyper- 
géométrique 


_… [op + | +Apy=0, (4) 


où ÀA=v+C (C est une constante), la fonction p(zx) vérifie l’équa- 
tion différentielle (op) = tp, et la fonction t(x) est liée aux fonc- 
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tions T(x) et p(r) par la relation T—T—2 &o (voir $ 10, 2). 


Il découle de cette relation que p(rz)=p(x) p(x). Pour cette raison, 
exiger que la fonction u(zx, v)V p(x) soit continue et de carré inté- 
grable revient à exiger la même chose de la fonction y(x, À) Vp(x). 
Pour cette raison, nous nous bornerons dans la suite à considérer 
les problèmes de valeurs propres pour l'équation (4), en supposant 
que p (x) est une fonction non négative bornée pour z € [a, b 

2. Polynômes orthogonaux classiques comme fonctions propres 
en certains problèmes de valeurs propres. Le problème posé pour l'é- 
quation (4) a comme solutions particulières les polynômes orthogonaux 
classiques pour À — À,. Montrons qu’il n'existe aucune autre fonction 
ni valeur propres. 

Raisonnons par l'absurde, c.-à-d. qu'il existe, pour un certain À, 
une fonction propre y (x, À) = 0 telle qu'elle ne coïncide avec aucun 
des polynômes orthogonaux classiques p, (x). Montrons que dans 
ce cas la fonction y (x, À) sera orthogonale à tous les polynômes 
Pn (x). Pour cela, procédons de façon habituelle. On a 


(opy')" + Apy = 0, 
(oppn)" + AnPPn = 0. 
Multiplions la première équation par p, (x), la seconde par y (x, À). 


Puis retranchons terme à terme la seconde équation de la première 
et faisons l'intégration de x; à x.. Il en vient 


GA) À ue, 1) ps (2) pa) dr +0 (20 (2 (Ep, —y #2) [ 


— y —— FE 5 
(5) 


Quand À=2,, il en découle que 
(2) (2) [pa (x)— y (x, à) D ] = 0 (2) (x) W (pa, y) = Da A), 


où D, (À) est une constante. Si À + À,, alors pour zx +a et r +b 


© (x) p (x) W (Pr, y) + const, 
b 


puisque l'intégrale \ y (x, À) Pan (x) p (x) dx converge. 


e 


a 
Ainsi donc, pour toute valeur propre de À, la fonction 


@ (x) = © (x) p (x) W (Pns y) 
admet une limite finie pour x —+a et x —+b. Soit ® (x) —C lorsque 
x —b. Alors cg z +b 
— ( 4 \— W(Pns 9 D C 
Pn ! PÈG) 7 6e) Pi) ‘ 
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Intégrant la relation obtenue de rx, à x, avec x, << zx € b (le point 
x, est choisi à l'extrême droite de tous les zéros du polynôme p, (x)), 
on a 


—— 
Pn (x) 


x SC | dx 
x0 O (x) p (x) P4 (x) 
X0 
Substituant les expressions explicites des fonctions © (x) et p (x), 
compte tenu du caractère borné de la fonction p (x), on établit le 
comportement de la fonction y (x, À) pour x —+b. Ce comportement 


entraîne que la fonction y (x, À) V p (x) ne sera continue et de carré 
intégrable que pour € — 0. On vient de montrer donc que q (x) HET 0. 


On montre de même que (x) = 0. 
De cette façon, lorsque À = À,, on a 
c(z)p(2 W(p (), y(x, A)]=0 (a<z<b). 


Puisque o(z)p(rx)>0, on a Wlp, (x), y (x, Àn)l = 0, d'où il 
découle que la fonction y (x, À.) et le polynôme p, (x) sont linéaire- 
ment dépendants, de sorte que y (x, À») = Amp, (x) (A est une cons- 
tante). 
Par contre, lorsque ÀÆÀ,, on a pour 2, a, z9 —+b à partir 
de (5) 
b 


| ut, à) pa (x) p (a) dr = 0. 


Du fait que tout système de polynômes orthogonaux classiques 
est fermé, on conçoit que la dernière égalité est impossible si 
y (x, À) = 0. Ainsi donc, le problème proposé n’admet d’autres valeurs 
propres que À — À,, ni d'autres fonctions propres que des polynômes 
orthogonaux classiques p, (x). 


Nota. Quelquefois, en posant un problème de valeurs propres pour des 
équations de la forme (4), on exige seulement que la fonction y (x, À) soit bornée 
si a et b sont finis. Quand b — (ou quand a = —), on exige que la fonction 
| y (x, À) l ne croisse pas plus rapidement qu'une puissance finie de x. Or, pour 
des problèmes de mécanique quantique, de pareilles exigences sont arbitraires 
et ne découlent nullement des considérations physiques. Par contre, la condi- 


tion selon laquelle la fonction y (z, À) V/p (x) doit être continue et de carré 
intégrable est moins restrictive et résulte des postulats fondamentaux de la 
mécanique quantique. 


$ 15. Fonctions sphériques 


1. Résolution de l'équation de Laplace en coordonnées sphéri- 
ques. Les fonctions sphériques constituent une classe importante 
des fonctions spéciales. On les rencontre par exemple en résolvant 
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l'équation de Laplace par la méthode de séparation des variables 
en coordonnées sphériques. Pour cette raison, les fonctions sphéri- 
ques sont aussi appelées harmoniques sphériques. Leur théorie peut 
être construite sur la base de la théorie des polynômes orthogonaux 
classiques. 

Cherchons les solutions particulières de l'équation de Laplace 
Au = 0 par la méthode de séparation des variables en coordonnées 
sphériques (r, 6, œ). On sait que dans ce cas 


Au = Aru+ + do, o LU 


en > Ou 
Gun (re), 


| d 
1 ô : ou 1 d2u 
As, ou = sinO 4 (sino&) 06 ET 
Nous allons chercher les solutions particulières de l'équation de La- 


place sous la forme u = R (r) Y (6, œ). Procédant de la façon habituel- 
le de la méthode de séparation des variables, on obtient 


où À est une constante. Pour définir les fonctions R (r) et 
Y (6, œ) on se sert des équations 


(r2R°)" = AR, (1) 
AgeY + AY = 0. (2) 


Appliquons à l’équation (2) la même méthode de séparation 
des variables en posant 


Y (6, œ) = 6 (8) ® (y), 
ce qui nous donne 


6 (6) 


où pu est une constante. Ainsi donc, les fonctions ® (p) et @ (6) 
auront pour équations 


D" + nO = 0, (3) 
sin0 (sin 0%) + (A sin? 6—p) 9 —0. (4) 


La condition d’uniformité de la fonction ® () entraîne celle de pério- 
dicité de la fonction ® ( + 2x) = ® (œ). Sous cette condition l'é- 
quation (3) ne sera résoluble que si u = m°, où m est un nombre en- 
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tier. On a deux solutionslinéairement indépendantes de l'équation (3): 
On (p) = Cme"?, 
Dm (p) mA Cine 


(Ch est la constante de normalisation). 
Les fonctions Oh (p)=Cneï"m?(m—0, +1Â,...) vérifient les 
conditions d'orthogonalité de la forme 


PA d 


À Où (œ) One (9) dp = Am bn" 
0 


? e 
1: mm =m;, 


Am=21| Cm}, Em = | 0 m' Æ m. 


Il est commode de choisir À, — 1, ce qui donne C,, = 1/Ÿ 2x, 
C.-à-d. que 


Om (7) = +7 = 6" (m=0, +1, +2, ...). 


Cherchons maintenant la solution de l'équation (4) pour u = m°. 
Si l’on pose cos 6 = zx, l'équation (4) sera réduite à une équation gé- 
néralisée du type hypergéométrique 


[4-2 = |+(1- +) 6-0, (5) 


pour laquelle © (x) = 1 — x*, t (x) — — 2x, © (x) = À (1 — x°) — 
— m° (voir $ 10, 2). Lors de réduction de l’équation (5) à l'équation 
du type hypergéométrique, deux valeurs de k sont possibles, à savoir : 
k —}het k — À — m°. Dans le premier cas x, (x) = + m, dans le 
deuxième ñ, (x) — + mx. Nous choisirons, de toutes les formes pos- 
sibles de la fonction t (x) = 7 (x) — 2n, (x), celle qui vérifie les con- 
ditions imposées à la fonction + (x) pour les polynômes orthogonaux 
classiques, c.-à-d. t (—1) > 0, t (+1) <0 (voir $ 6, 1). D'où l’on 
tire, pour m > 0, 

M (z)=mz, t(r)= —2rz(m+i), 

p(r)=(1—2) "7, p(r)=(1—2), 


O(z)= =(1—22)"*y, 


ne 
p@) Ÿ 
où la fonction y (x) satisfait à l'équation du type hypergéométrique 


LA y + mm +142 )"y= 0. (6) 
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Comme on l’a montré dans le $ 14, pour —1 < x < 1 l'équation (6) 
n’admet des solutions non iniviales vérifiant la condition de continui- 


té de la fonction y (x, À) Y p (x) que si 

Ài—m(m<+1)=À, = n{(n + 2m + 1), 
la fonction y (x, À,) coïncidant, à un facteur près, avec le polynô- 
me de Jacobi Pr.) (x). Si l'on pose nr — ! — m, où L est un nombre 
entier tel que / > m, on a pour m > 0 

= 1 (141), 

@ (x) = Oim (7) = Cim (1 — 22)" Pme (x). 
Cim est ici une constante de normalisation. De toute évidence, les 
fonctions @,,, (x) vérifient les conditions d’orthogonalité de la forme 


1 
| Om (x) Ormn (x) dx = AimÔtt, 
{1 


Am = Cim j LP (2) (1 — 22)" dz. 


Il est commode de choisir*) 4, = 1, ce qui donne 


1 21+1 
Cim = ga V = Um) (+ m)l. 
Citons quelques écritures différentes de la fonction @6,, (x) pour 
m > 0, qui découlent des propriétés des polynômes de Jacobi. Con- 
formément au théorème 1 du $ 7, 


Pf"? mn) (z) = == D te : 


où P;, (zx) est un polynôme de ae I] est facile de trouver la 
constante b;" à l’aide des formules de Rodrigues (14) et (16) du 


$ 7 pour Pix" (x) et 18 : 
b 2m | 


TT 
Ainsi donc, pour m >0 


V = 2141 (1—m) |! 


*) Le signe de la constante C/m ne peut, être choisi de façon unique. Nous 

adoptons la normalisation proposée par H. Bethe, E. Salpeter, 

. Ter HE of one- and two-electron atoms», Berlin, a. 0. Springer- 
er 


où 
m _ m/2 dmPy (x) 
P, (x) = (1 — 2°) Dre NE 
porte le nom de fonction de Legendre associée. 
On arrive à mettre les fonctions 6,,, (x) sous forme explicite en 


utilisant les formules de Rodrigues pour P,(x) et Lu : 


(DE, Var Um)! 2 _dtt à 
Oum) VA (A9) (7) 
__(—1)im 21+1 (+m)! 
CARRE TES DE ARCT PTE 


-m/2 di-m 


(1—2). (8) 


2) drl-m 
Voyons ce que deviennent les fonctions @,, (r) quand m < 0. 
Utilisant les relations (7) et (8), on obtient 

O4, -m (x) =(—1)"Oim (2). (9) 


On voit donc que pour m << 0 les fonctions 6,, (x) restent toujours 
solutions de l’équation (5). Ainsi, pour À = L (1+ 1) l'équation (2) 
admet les solutions univoques et continues 


Yim (6, p) = 


Les fonctions Y;, (6, œ) sont appelées fonctions sphériques d'ordre l. 
Citons les expressions explicites des fonctions sphériques pour 
quelques cas élémentaires : 


7 "Om (cos@) (—ISm<l). (10) 


Yu (6, œp) — V TP, (cos 6), (11) 
Y10 (8, q)— y À cos 6, 
Y1,+1(0, p)= + 7 sin 8e+'°, (12) 


Il est facile de vérifier que les fonctions Y ,,, (8, @) satisfont aux re- 
lations d’orthogonalité suivantes: 


| Yim (8, 9) Ytm: (9, ) dQ = Ou-Omm- (13) 
Intécrant (13) sur l'angle solide 
dQ = sin 8 d8dp (0<0<nr,0<œp< 2n). 
Il est évident aussi que 
Vim (8, p) = Gin (cos 0) D, (p) = (—1)"Y 12m (8, p). (14) 


Ainsi, nous avons obtenu une forme explicite de la fonction 
Y (6, œ) qui définit la relation entre les angles et la solution parti- 


7—01174 


98 POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES [CH. I] 


culière u = R (r) Y (6, œ) de l'équation de Laplace. Pour définir 
la fonction R (r), déduisons conformément à (1) Féquation d’Euler: 


TR" +2rR —I1(+1)R=0, 
dont la solution générale est de la forme 
R (r) = Cirt + Cor”t-t 


(C; et C, sont des constantes). 
Par conséquent, l'équation de Laplace a pour solutions particu- 


lières les fonctions r'Y,,, (6, «) tr Y'im (8, ®), dont les premières 


s’emploient pour résoudre Îles problèmes aux limites intérieurs, et 
les deuxièmes, extérieurs. Ces fonctions sont connues sous l’appella- 
tion de fonctions sphériques volumiques. 

Nota. Dans le livre {4] est envisagée une autre méthode d'étude des 
fonctions sphériques, basée sur les représentations d'un groupe de rotations. 


Cette méthode est utilisée lors de l'étude de la théorie générale du moment 
de la quantité de mouvement en mécanique quantique (voir aussi [14, 3)). 


2. Propriétés des fonctions sphériques. Mettons en évidence quel- 
ques propriétés des fonctions sphériques Y,, (8, op). 

1) De la relation de récurrence pour les polynômes de Jacobi et 
de la relation existant entre les fonctions 6 ,,, (x) et les polynômes 
de Jacobi P$) (x), on tire facilement la relation de récurrence pour 
la fonction Y,,, (8, œ): 


UH1P— mL. [2 m2 
cos 6. Y'im = —= Tati) +1. Do 2 Vis, mm 


Cette formule garde sa forme quand m << 0 ; on s’en assure sans peine 
à l’aide de (14). 
2) Dérivant la relation (7), on obtient la formule de dérivation 


d6 (+1) — 1 
SE — pr Oum + EE 64 me 


Remplaçant m par —m et utilisant (9), on peut écrire une autre 
formule de dérivation: 


dOim _ mx _ L(L+1)—m(m—1) 
pa Vo qe 0! 


En éliminant entre les formules de dérivation la fonction Lim : 


on aboutit à la relation de récurrence pour la fonction @,,, (x) par 
rapport à l'indice m: 


= = Gin = [VD —m On F1) 81, mis — 


—Vi(+1)—-m(m—1) 08, m1). 
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En se servant de (10) on peut obtenir les formules de 
dérivation pour les fonctions sphériques. 
Puisque 
en? dy (x) 


V2 dx Co 0 


il est légitime de récrire les formules de dérivation pour 6,, (x) 
sous la forme 


e=\? (Fe Le ——" + m cotg OYim) = =Vi1(+1)—-m(mE+t)Y, mai (15) 


te LEO D sine 


Dans ces formules on suppose que Y,,, (8, œ®) = 0 quand m — 
= + (1+1). 
De la forme explicite des fonctions sphériques découle également 
la formule de dérivation suivante: 
9Y im (6, : 
RL = im Y im (8, P)- (16) 
8) Ecrivons la représentation intégrale de la fonction Y,, (8, œ). 
A cet effet, mettons dans l'expression de @,,(zxz) la fonction 


__ (1— 22)! sous la forme de l'intégrale de Cauchy: 


“dzttm 
di+m (A— 2° SLR (+m)! ! _(— 2)! 
dritm 2xi (z— E—nimT d 


(C étant un contour entourant le point z — x). En opérant de la même 
façon qu’à la déduction de la représentation intégrale (30) du $ 7 
pour les polynômes de Legendre, mettons l'intégrale sous une forme 
plus simple: 


ditm 
ne U—x)- 
2H 
Est eRr DE m)1 2) NÉ e-imu(r+iV1—zsinu) du. 


Substituant l’expression obtenue Fe (7) et faisant intervenir (10), 
on obtient la représentation intégrale pour Y,, (6, œ): 

21 
Y im (8, P)= Bim | e-imtu-ç) (cos 0 + i sin 6 sin u)! du = 

0 


27-® 
= Bim | e"*"4 [cos 6 + i sin 6 sin (u + œ)]! du, 
—® 
où 
1 21+1 
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Puisque l'intégrale d’une fonction périodique le long d’un segment 
de longueur égale à la période ne dépend pas de la position occupée 
par ce segment, on a 


27 
Y'1m (8, D) = Bim À eu [cos8+isinOsin(u+p)l du. (17) 
0 


3. Relation entre les polynômes harmoniques homogènes et les 
fonctions sphériques. En résolvant l'équation de Laplace Au = 0 
en coordonnées sphériques, nous avons trouvé les solutions particu- 
lières de cette équation bornées pour r —0: 


Uim (r, 6, p) _— Yu (6, ). 


A l’aide de la représentation intégrale (17), les fonctions u,,, (r, 6, œ) 
peuvent s’écrire en coordonnées cartésiennes : 


x —=rsin 0 cos, y —=rsin 0sing, z = r cos €. 


On a 
de 

Um (0, D) = Bim | eu [r cos 6 + ir sin 0 sin (u + p)]! du — 
0 


27 
= Bin | erŸ"u (c Liz sin u + iy cos u)! du. 
Ù 


On voit de là que la fonction ur (r, 9, œ) est un polynôme homogène 
de degré l par rapport aux variables x, y, z. 

Rappelons qu’on entend par polynôme homogène de degré l une 
expression de la forme 


\ < 
Uy(T, y, 2) = 2 Conasztiyl2zls, 
1,42, 13 


où la sommation s'étend à tous les indices non négatifs L, > 0, 
l, > 0, L, > 0 dont la somme est Z, + 1, + !, — L. À ce titre, l’ex- 
pression r° — x° + y° + z* est un polynôme homogène. 

Calculons le nombre de polynômes homogènes linéairement indé- 
pendants de degré L. Pour ce faire, il suffit de prendre une à une 
toutes les combinaisons possibles des valeurs /, et L., car, pour un 
1 fixé, la valeur de /, est définie de façon univoque: ?, = 1 — 1, — [.. 
Si c’est Z, qui est fixé, la valeur de /, varie de L, = O à, = 1 — I,, 
en prenant { — L, + 1 valeurs. De ce fait, le nombre total des 
polynômes homogènes linéairement indépendants de degré [ est 


l 
1441) (+2 
N= Y (1,41) = ICRA, 
la=0 
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Un polynôme homogène vérifiant l'équation de Laplace est dit poly- 
nôme harmonique homogène. L'expression r'Y 1m (6, ç) donne l’exem- 
ple d’un polynôme harmonique homogène. 

En combinant les polynômes homogènes r? et rl-%Y,_;,m (8, ®) 
on arrive à composer des polynômes homogènes de degré L 


Uimn (x, y; z) Fe (r2) TT on. m (6, q) — D D m (6, œp). 
Dans cette expression les indices m et nr prennent des valeurs en- 
tières vérifiant les inégalités 
0OL2n<I,, —(l—2n) L<mLl—2n. 


En vertu de l'indépendance linéaire des fonctions sphériques 
Y'i-onm (8, ) résultant de leur orthogonalité, les polynômes homo- 
oènes Umn (Zy Y, 2) Seront linéairement indépendants. Pour une 
valeur fixe de ! — 2r le nombre de valeurs possibles de m est égal 
à 2 (1 — 2n) + 1. Aussi, le nombre ltotal des polynômes homogènes 
considérés est-il égal à 


(+1) +2) 
D 2(0—2n)+17= IE, 


Le nombre des polynômes homogènes que nous avons formés étant 
égal au nombre total des polynômes homogènes linéairement indé- 
pendants de degré !, un polynôme homogène arbitraire de degré 
l peut être représenté sous la forme d’une combinaison linéaire de 
polynômes homogènes r'Y ;-on.m (0, ®), de sorte que 


u,(z, y, 2)=r D CmnY1-2n, m (8, P)- (18) 


On a obtenu le développement d’un polynôme homogène arbitraire 
suivant les fonctions sphériques. On montre sans difficulté, à l’aide 
du développement (18), que tout polynôme harmonique homogène 
arbitraire de degré l est une combinaison linéaire des polynômes harmo- 
niques homogènes r'Y im (0, ). 

En effet, soit ur (r, y, z) un polynôme harmonique homogène, 
de sorte que Au; = 0. Alors, par application de l'opérateur de 


Laplace À = A,+ 2 A0 au développement (18), on aura 
Au= rt? X [1(14+1)—(1—2n) (1 — 2n+1)] CmnYi-an, m (8, P) = 
| =rt2 S 2n(21—9n+1)CmnŸi-n. m(0,P)= 0. 


En vertu de l'indépendance linéaire des fonctions sphériques 
Y'i-on. m (@, ) on obtient l'égalité 

2n (21 — 2n + 1) Cmn = 0, 
c.-à-d. que Cmn — 0 ouand nr > 0, ce qu'il fallait démontrer. 
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4. Fonctions sphériques généralisées. Lorsque le système de coor- 
données subit une rotation, un polynôme homogène se transforme en 
un polynôme homogène de même degré. D’autre part, une telle rota- 
tion conserve l'opérateur de Laplace, c.-à-d. A, — A, C'est 
pourquoi, en faisant tourner le système de coordonnées, on transfor- 
me n'importe quels polynômes harmoniques homogènes en des poly- 
nômes harmoniques homogènes de mème degré. Il en découle 


Uim (x, Us z) Fe 2 Dim'litme (z”, ÿ' z'), 
et, par conséquent, 
Yim (8, p) = 2 Dinme Y im (8, y). (49) 


Ainsi donc, les combinaisons linéaires de fonctions Y im (8, œ) avec un 
l donné forment un espace des fonctions à (21 + 1) dimensions invariant 
par rotations. 

Les coefficients D!,,, dépendront évidemment des paramètres 
définissant la rotation du système de coordonnées. Toute rotation 
du système de coordonnées peut être réalisée en trois étapes : a) rota- 
tion d'angle a autour de l'axe des z; b) rotation d'angle f autour de 
la nouvelle direction de l’axe des zx; c) rotation d’angle y autour de 
la nouvelle direction de l’axe des z. Les angles &, B et y portent le 
nom d'angles d'Euler. On a donc 


Drame _ Drm (æ, b, Y)- 


Les angles d’Euler définissent univoquement une rotation arbitraire 
dans le cas où ils varient dans les limites suivantes: 0 < a << 2x, 
0OZB<x, 0Ly< 2x. La rotation en sens inverse sera définie 
alors par les angles a, = 7x — y, B, = f, y; = x — a, de sorte que 


Y im’ (6”, p) — 2 Dm (a — V; p, Lu @) Yim (6, p)- (20) 


Donc, la matrice {Dh (x — y, B, x — a)} est l'inverse de la 
matrice {Dhim (a, P y) }. 

Les fonctions Dam (a, B, y) ont reçu l’appellation des fonctions 
sphériques généralisées, car, pour un certain nombre de cas particu- 
liers, elles coïncident avec les fonctions sphériques ordinaires. (Elles 
sont appelées aussi fonctions de Wigner.) Les fonctions sphériques gé- 
néralisées sont largement utilisées en mécanique quantique *). 

Déduisons quelques propriétés fondamentales des fonctions sphé- 
riques généralisées et trouvons leur expression explicite au moyen 
des paramètres a, PB, y. 


*) Voir per exemple le livre de A Davydov « Mécanique quantique », 
€ Naouka », 1973. 
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Comme l'élément d'angle solide ne change pas à la rotation du 
système de coordonnées, c.-à-d. dQ — dQ”, il découle des conditions 
d'orthogonalité 


| Y'im (8, P) Y'ims (8, P) dQ = Ômmy 
| Y'im’ (0”, PNY En: (0", p') dQ'— Ôm'm: 


la relation 
à Dm (æœ, B, Y) [Dim (æ, B, y)l° — One 


ce qui signifie que la matrice {Tum}= {{[Dhml° } est l'inverse de la 
matrice D!,,,. Donc, en accord avec ce qui précède, 


Dim (n— y, B, %—@) = [Dnm (&, B, v)}*. (21) 


De la propriété (14) des fonctions sphériques Y;,, (8, œ) on ob- 
tient sans difficulté une autre propriété élémentaire des fonctions 
sphériques généralisées : 

Drum (@, B, y) =(—1)" 7" [D m, -m (@, B, v)1°. (22) 

Passons à la recherche des expressions explicites des fonctions 
sphériques généralisées Dh: (a, B, y). Supposons qu’on ait effectué 
deux rotations successives de paramètres @,, BP, y1 et a», Bo, V2, 
équivalentes à une seule rotation de paramètres «a; f, y, et ceci de 
telle façon qu’à la suite de la première rotation les coordonnées sphé- 
riques (9, œp) d’un vecteur fixé se transforment en coordonnées sphé- 
riques (8,, @,) et à la suite de la deuxième rotation les coordonnées 
(6,, p,) passent à (0°, w’). Alors 


Y'im (8, P)= D} Dm (Œis Bi, V1) Y'ims (O1 Pi), 
m1! 


Yim (On pi) = Dim (@, Bz, V2) Y'im’ (8', p'). 
D'autre part, 
Yim (8, ®)= 2 Drm’ (&, B, ÿ) Yim (0°, p'). 


Confrontant ces développements et en vertu de l'indépendance linéai- 
re des fonctions sphériques, on trouve 


Dam (œ, p, Ÿ) —_— 2 Din (ci, Bi, V1) Dym’ (@, Be, 2). 


Une relation analogue est observée en cas de réalisation de plusieurs 
rotations successives du système de coordonnées. De la définition des 
angles d'Euler ct du dernier raisonnement il découle que pour cal- 


culer les fonctions sphériques généralisées Dam” (a, B, y), il suffit 


404 POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES (CH. Il 


de rechercher leurs expressions pour les seuls cas où les rotations 
s "opèrent autour de l’axe des z et autour de l’axe des x. Désignons par 
CS (a) et Ph (B) les fonctions sphériques généralisées correspon- 
dant à la rotation d'angle «& autour de l’axe des z et d’angle $ autour 
de l’axe des x. On a alors 


Dhme (a BP = 2, Crom (2) Prime (8) Com: (- 


Cherchons maintenant des expressions explicites des fonctions 


Chm’ (a). Lors de la rotation d’angle a autour de l’axe des z les coor- 
données sphériques (6, œ) d’un vecteur fixé se transforment en coor- 
données 6” — 6, @” — @— «a. Aussi 


Y'im (0, P) = Y'im (0°, p +a)—=eim"cY mn (0", p'). 
D'autre part, 
Y'im (0, D) = 2 C Cmm’ (&) Y'im’ (9', p'), 
d’où 
Ce (æ) = eimaf, ne 
et, par conséquent, 
Diam: (a, B, y) = 6 PAT) Prime (B). (23) 


Cherchons maintenant les fonctions sphériques généralisées 
Plim (B) correspondant a la rotation du système de coordonnées 
de l'angle B autour de l’axe des x. Dans ce cas 


Y'im (0, p) — 2 P, mm? (B) Y'im’ (9°, p). (24) 


Les nouvelles coordonnées (x”, y”, z’) sont liées aux anciennes 
(x, y, z) par les relations 


TT, 

y — y'cos B — z’ sin B, 

z — y'sin B + z° cos $. 
Passant aux coordonnées sphériques, on trouve la relation entre 
(8, æ) et (8°,p'): 

sin 6 cos p= sin 6” cos p”, 
sin 6 sin @— sin 6’ sin g’cosB—cos 0’ sinf, (25) 
cos 6 — sin 6’ sin œ’ sin B + cos 8’ cos $. 

Pour déterminer les fonctions Ph: (B), cherchons les relations diffé- 


rentielles entre ces fonctions. Comme dans le second membre de (24) 
la dérivation est la plus facile par rapport à B et à @’, nous allons 
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considérer cette relation pour une valeur fixe de 8”, les variables 6 
et œ étant considérées comme fonctions des variables Bet @’.On a 
donc 


OYim(8, q) __ 0Yim 60 , OYim 09 
op 08 dB 7 Gp oo ’ 
OYim(0. 9) __ 0Yim 00, OYim 0 
p" 08  ôp ôp  dp 


00 00 ô _d0@_ 
Calculons les dérivées —, —-, A 
oB? dp 08 ? dp” 


(25). Il vient 


FF — — sin @, $ — — cotg 0 cos p, 
90 _ _dp_ _.; à 
ap — Sin B cos æ, 7 — Sin B cotg 8 sin + cos f. 
D'où 
in ED — sin Fm 9 _ im cotg 0 cos PY 1m (8, p), 
OY 1m (8, p) _ : OY Im (8, P) 
age ) [cos #2 


— im cotg 0 sin @Y im (0, 9) | + im COS BY 1m (8, P). 


im a. nous allons utiliser les for- 


mules de dérivation (15). Comme nous avons dans (15) les quan- 
tités e+iv Fe et dans les expressions de Wim et de 2 ne les 


op 
, nous devrons, pour pouvoir 
nous servir des rules (15), rs préalablement les combinai- 


Pour calculer la dérivée 


te 2e 


quantités sin q et cos p 


sons linéaires convenables à partir des quantités De et ae : 
On a 
ôB sinp  ôp = 
= ei [+ Se Wim, L m cotg OY 1m } + im cote BY 1m = 


= VI(G+1)—m(m +1) Yi, m1 (0, p) + im cotg BY 1m (0, p). 


Utilisant le développement (24) pour les quantités Y im (8, ) et 
Yim+1(8, et égalant dans les deux membres de l'égalité les coeffi- 
cients de ŸY zm° (0, p’), on se trouve en présence des relations 
différenticilles cherchées pour Îla fonc- 
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tion Phm (B): 


l 
dPrm' m’— m cos f 


+ Pme = —iVi(+T1)=m(mE1) Pas. me 


(26) 
On doit poser ici Lux), m’ (B)= 0. A l’aide des relations (26) et 
de la condition Phim (0) = ômm résultant de (24) pour B—=0, on 
arrive à définir de manière univoque toutes les fonctions Phn (B). 


Ecrivons la relation (26) sous une forme plus compacte. 
À cette effet, multiplions-la par 


db 


sin B 


. tm LR A 
exp(+ | RE dB) = (1 — cos f)* 2 (A+cosp)" ? . 
Il en résulte 
née, 
F5 25 [(1 — cos D" Tu + COS p)" F7 Pam (B)1 = 


m’-m 


= —iVI(+D—m(mEt)({—cosf)" =? x 


m'+m 
x (4+ 0058)" 2? Phii.m(B). (27) 
Prenant les signes dise et admettant que m—/, on obtient 


(4— cosB) 7 OT 2 TE pl. (B) = const. 


_— 


L\m (B) = Cime (1 — cos NE 4 + cos B) 2. 


{Cim- est une constante). Pour m << I, les fonctions Pr (B) peuvent 
Eu exprimées de façon récurrente au moyen de Pi: (B) en prenant 
dans (27) les signes inférieurs. Effectuant le changement de variables 


mm m’ m+m’ 
U = COS$, Umm’(U)—=(1—u) * Ent + li) 2 Pme (B), 
on obtient 
i dm’ 
RE D mimi) du 
di-m 


, __ pie  : 
Umme = (— à) Il FES (s— j duim “IR 


s=m+1 
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c.-à-d. que 
m'-m En 
Plym° (B) = Cim NE V 
(i)t-m Il Vi + 1)—s(s—1) 


s=m+1 


di-m 


X ne LH) (A+) TT (8) 


Pour déterminer la constante Cm, recourons à l'égalité Phm (0) = 1. 
Dérivant dans (28) d'après la formule de Leibniz, on aura 


mm! + ’ l-m’ mt 
Pme (0) = Cime = =) 
Ge [][ Vins 6-1 
s=m’+1 


ce qui donne 


l 
(= [[ ViG+D—s(s—1) 


_ s=m°"+1 
| Cime = 21(1— mm")! 
Puisque 
l l 
| 2)!(1—m)! 
IL U+14)—5(5—1)= JT G+90-s+1) =, 
s=m+1 s=m+ 1 
on a en définitive: 
CE à mm Classe Cm) LU —m) | TT 
Pmme (8) = 27(—m)l Ten t=nr U—U) X 
m°+m 
—— dim mm’ , 
X (+0) 7 A) HT (29) 


En particulier, la comparaison entre les formules (29) pour m' =0 
et (8) donne 


Po (B)=(— à)" 7x Oum (H), 
d’où 
Dho (a, BD =(— 5" )/ 5 Yim (B, @), 
Di (æ, B, Ÿ) = P, (cos B). 


Utilisant (21), on arrive à obtenir une autre relation analogue: 


Dh (8, =" 5e Yim (Br D. (30) 
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Les fonctions Phm (B) peuvent s’écrire sous une forme différente 
si l’on fait intervenir les relations de symétrie qui découlent de (29), 
(21), (22) et (23): 


Pam = Phm, P; RE LPS -m’° (31} 


A l’aide des relations (31), on peut toujours faire en sorte que les 
inégalités m—m >0, m+m’> 0 soient vérifiées, auquel cas 
il est aisé d'exprimer la fonction Pme (B) à l’aide des polynômes de 
Jacobi : 


es m° (+ m) !(£—m)! 
Pam (B) = OM (E+m')1(1—m°)1 d 


nm-m° m+m’ , , 
x Au) 7 (A+) ? Pin 0 (u), 
où n = cos f 
9. Théorème d’addition. Déduisons une relation utile pour les 
fonctions sphériques, connue sous l’appellation de théorème d’addi- 


tion. Pour cela, posons dans (20) m’ = 0, y = 0 et utilisons les for- 
mules (11) et ER 


P, (cos 0" = 1 2 (— ii)" Y im (B, 7 — @) Yim (6, ). (32) 


La relation (32) admet une interprétation géométrique simple. 

Considérons deux vecteurs arbitraires +, et r., dont les directions 
sont caractérisées par les coordonnées sphériques (6,, œ,) et (6:, 2). 
Supposons que |” angle compris entre ces vecteurs est égal à «. Po- 
sons dans (32) 8 :- 6,, ® — ®, et prenons pour nouvelle direction de 
l’axe des z la direction du vecteur r.. Puisque le nouveau système de 
coordonnées a été obtenu en faisant tourner le système ancien d’an- 
gles d'Euler (a, B, 0), on constate facilement que B — 8., a — 
— (42 + 1/2. L’angle w entre les vecteurs r, et r, coïncide évidem- 
ment avec 0”. La formule (32) devient donc 

l 


4 > 
P; (cos ©) = S Yim (ir Pi) Y?m (02, P2)- (33) 


m= — 


La relation (33) est le théorème d’addition pour les fonctions sphériques. 
Ce théorème connaît de nombreuses applications, par exemple en 
théorie des spectres atomiques. 


A titre d'exemple d'application du théorème d'addition, proposons-nous 
de résoudre le premier problème aux limites intérieur pour l'équation de Laplace 
dans un domaine en forme de boule: 


Au=0, u(r, 0, P) |r=e =} (6, ®). 


Procédons à la recherche de la solution de ce problème par la méthode 
de séparation des variables sous la forme d’une série de Fourier suivant les 
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fonctions rlY1m (8; @) : 


u (r, 8, p= D Cim es] Y'im (6, œ)- (34) 


i,m 
Ici 


HUE | f (8, p') Y?, (8”, p') 42”. 


Portons dans (34) l'expression de Cm, intervertissons la sommation et l'intégra- 
tion, puis sommons sur m à l'aide du théorème d'’addition: 


(r,8, p= | a05 0, p)[ D (2) Tim (8, p Yi @, 9) ]= 
l,m 


= ( æ; (8, 2% —— (=)? 1]. 


Ici u est le cosinus de l'angle entre les directions ” œ) et (8°, p’): 
” u = cos 6 cos 6” +-sin 6 sin 6” cos (g—"). 


Pour effectuer la sommation sur !, utilisons la fonction génératrice pour les 
polynômes de Legendre : 


Ç 1 
S' Pi =————— 
_ ATEN 
Puisque 


De+ntP=2 vtr D (++) 27" pi = 
l 


l 


or (LV )= LR 


Vi—Zu+e/  (A—2u+r)":? 


r \2 
DCI ETE : 8 


r ce 9 
a 


$ 16. Quelques problèmes de mécanique quantique 


On a 


1 
u (r. 6, np | d62"f (8°, y) 


Examinons quelques problèmes caractéristiques de la mécanique 
quantique dans lesquels on rencontre des polynômes orthogonaux 
classiques. 
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1. Résolution de l'équation de Schrôdinger pour un champ 
à symétrie centrale. Le problème fondamental de la mécanique quan- 
tique de l’atome est le problème du mouvement de l’électron dans le 
champ d’attraction central. Ceci tient à ce que la définition du mou- 
vement des électrons de l’atome, définition faite au moyen de l’appro- 
ximation du champ central, constitue la base pour les calculs des 
différentes propriétés de structures atomiques *). Une pareille dé- 
finition donne la possibilité d’avoir une idée assez nette des particu- 
larités de comportement des atomes, ainsi que de déterminer leurs 
états énergétiques, sans qu'il soit nécessaire d’aborder à cet effet 
le problème très difficile de mécanique quantique pour des corps 
multiples. 

Pour rechercher la fonction d'onde (+) d’une particule se mou- 
vant dans un champ à symétrie centrale U (r), il est nécessaire de 
résoudre l’équalion de Schrôdinger (voir $ 14, 1) 


Ap+ IE —U (r]p=0. (1) 


Cherchons les solutions particulières de l'équation (1) par la méthode 
de séparation des variables en coordonnées sphériques, en posant 


po) =F(G)Y (8, ). 


Par les mêmes opérations qu’à la résolution de l’équation de Laplace 
(voir $ 15), nous obtiendrons pour les fonctions F (r) et Y (8, œ) les 


équations 
A6,Y +AY =0, (2) 
1 d s dF 2 À 
ra (4) He EU) 2] =0. G) 


L’équation (2) n’admet de solutions vérifiant les conditions de con- 
tinuité pour 0£<0< nr, 0< p< 2x que si À —1(1+1); dans 
ce cas Ÿ (6, p) = Y'ëm (8, ®) est une fonction sphérique. 
Puisque 
1 d dF 1 d 
eat )=rte) 
l'équation (3) se réduit par substitution R (r) — rF (r) à une équa- 
tion dont la forme rappelle l’équation de Schrôdinger à une dimension 


R+[&e-u0 (SE ]r=0. (4) 


Pour les états du spectre discret, la fonction d'onde # (r) doit sa- 
tisfaire à la condition de normalisation 


À 1h 4) Predr da 1. 


*) Voir D. R. Hartree. The calculation of atomic structures. New 
York, Wiley; London, Chapman and Hall, 1957. 
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Comme on a 107 
[1 Yim (8, q) F4 =1, 


la condition de normalisation pour la fonction R (r) devient 
| R2(r)dr=1. (5) 
0 


2. Atome hydrogénoïde. Il n'existe qu’un seul atome pour lequel 
l'équation de Schrôdinger admette une solution exacte : c’est l'atome 
le plus élémentaire, c.-à-d. l’atome d'hydrogène. Or, cela ne diminue 
point mais augmente l'importance de la solution exacte du problème 
en question pour l'atome d'hydrogène, car les solutions analy- 
tiques obtenues sous forme explicite sont utiles bien souvent comme 
un point de départ pour les calculs approchés qui se rapportent à des 
systèmes de mécanique quantique plus compliqués. 

Pour la description de l’atome d'hydrogène en termes de mécani- 
que quantique, il convient de considérer le mouvement relatif de 
l'électron (masse m, charge —e) et du noyau (masse Àf, charge e). 
Nous résolvons un problème un peu plus général en supposant que la 
charge du noyau soit Ze. Ce problème est d’un intérêt physique évi- 
dent, car les valeurs propres de l'énergie que l’on y trouve corres- 
pondent, à des effets relativistes près, aux niveaux d'énergie obser- 
vés de l'atome d'hydrogène (Z — 4), de l’atome d'hélium sim- 
plement ionisé (Z — 2), etc. En outre, l'utilité du modèle d’atome 
hydrogénoïde est évidente pour l'étude des spectres des éléments alca- 
lins et des spectres des rayons X des atomes à Z élevé. 

Le problème proposé du mouvement de l’électron et du noyau 
se trouvant en interaction réciproque peut être facilement ramené 
au problème du mouvement d’un corps unique: d’une particule de 
masse réduite *) 


m+M 
dans le champ coulombien U (r) — TZ, c.-à-d. à la solution de 


l'équation de Schrôdinger 


ap+ (Er +2) y=0. 


Puisque l'énergie potentielle U (r) — = s’annule à l'infini, 


il résulte des considérations physiques que les états du spectre discret 
n'auront lieu que pour £ << 0 (voir [7])). 


*) Voir par exemple [7]. 
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En passant aux coordonnées sphériques, on obtient pour la fonc- 
tion radiale R (r) l'équation 
2u Ze= 1(1+1) … 
R+[(E+)- SE TR =0. (6) 
Dans cette équation, il est commode de passer à des variables sans 
dimension en prenant comme unités de longueur et d'énergie les 
quantités 


” h2 _ e2 
do pe” 0 * 
L'équation (6) prend alors la forme suivante: 
k Z L(E+1) 
R'+[2(E++)- 2 ]R=0. (7) 


Les conditions selon lesquelles la fonction d'onde + (r) doit être 
continue et de carré intégrable amènent à la condition de continuité 


de la fonction LR (r) et à la condition de normalisation (9). 
L'équation (7) est une équation généralisée du type hypergéo- 
métrique, pour laquelle (voir $ 10, 2) 
G{r)=r, t(r)}=0, G(r}=2Er+2Zr—1(1+1). 


Lorsqu'on ramène l'équation (7) à l'équation du type hypergéomé- 
trique, deux valeurs de # sont possibles : 


ki=2Z+(214+1)V —2E et k:—=2Z— (2141) V —2E. 
Dans le premier cas 
1 ET ES 1 
mu (r)= ++ (V—2Er+1++) , 
dans le second 
1 er 1 
u(r)=—-S+(V—-2Er-1-;). 
Cherchons parmi les formes possibles de la fonction 
T(r) = T(r)— 27, (r) 


celle qui puisse satisfaire aux conditions imposées à Tt (r) pour les 
polynômes orthogonaux classiques, à savoir: t (0) > 0, t” (r) < 0 
{voir $ 6, 1). Cela entraîne 


ru(r)=V —2Er—1—1, 
t(r}=2(14+41—V —2Er), 
gt=r 0e V- Er 
ÀA=k—si(r)=2[Z—(1+1)V —2E1, 


R()=u (= rttie VE y(r), 
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où la fonction y (r) satisfait à l'équation du type hypergéométrique 


je AC ni 2 2E r) PRE el y=0. (8) 


Par changement de variable x — 2Y —2£ r (voir $ 10, 3), l'équation 
(8) se réduit à la forme canonique 


| zÿ"+(2(0+1)— 32] y + My=0, (9) 
ds À Z 
M=———> = ——1—1 
2V—2E VV —2E 


L'équation (9) appartient au type examiné au $ 14. Pour cette équa- 
tion 
C(z)=zx, tT(z)—=2(1+1)—2x, p(r)=zrlties, 


Comme nous avons déjà montré au $ 14, l'équation (9) admet des so- 
lutions y (x) non triviales, pour lesquelles la fonction 


VeoGy(=z te y (x) 
est continue et de carré intégrable pour 0 < x << oo dans le seul cas 
où 
hi = Pr (nr = 0, À, ses) 
y(z)=C Lo (x). (10) 


Ici Le (x) est un polynôme de Laguerre. L'indice inférieur r du nom- 
bre entier nr, tient à ce que, lors de la classification des états ato- 
miques, ce nombre est appelé nombre quantique radial. 

Montrons que les conditions selon lesquelles la fonction 
zl+1/2e-x/l2y (x) est continue et de carré intégrable découlent des con- 
traintes initiales imposées à la fonction radiale R (r), qui sont équi- 
valentes à la condition de continuité de la fonction z'e-*/2y (x) et de 


œo 


convergence de l'intégrale | e*r°l+? y? (x) dx. 


0 
En effet, sur tout intervalle fini 0Sz<x,, la continuité de la 
fonction zle-*/2y(x) entraîne celle de la fonction z!+1/2e-x/2y (x), 
x 


ce qui assure la convergence de l'intégrale | e Fr (x) dx. 


0 
D'autre part, pour x, > 1 l'intégrale 


| e “rip (x) dr { exp (x) dr oo, 
xo Xo 


ce qui démontre la convergence de l'intégrale | Xl (x) dx. 
0 
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Cd 


De la condition (10) on tire les valeurs possibles d’énergie 


7 
TT 2(np+i+1)? — 22! 


oùn — n, + L + 1. La valeur de l'énergie E est complètement défi- 
nie par le nombre ». Pour cette raison on l'appelle nombre quantique 
principal. Pour un n donné, le nombre L (dit nombre quantique orbital 
ou azimutal) prend les valeurs ? = 0, 1, ..., nr — 1. 

Pour la fonction radiale R,, (r), on obtient en définitive l’expres- 
sion 


Rh (r) =. Cre-*/2 z'riLittt | (x), (11) 


ND — 


n e 


On trouvera la constante C,1 de la condition de normalisation (5): 


| Ris (r) dr =1, 
0 
ou bien 


œo 


7 Cu | ete (LÈHE (a) de = 1. (12) 
0 


L'intégrale figurant dans (12) peut être calculée en utilisant la re- 
lation de récurrence pour les polynômes de Laguerre (voir $ 9). On a 


2Ltl io =onL Un DLE (n+DLil,. (43) 


D'où, en vertu de l’orthogonalité des polynômes de Laguerre, il vient 


œo 


| e *z 21+2 LES (x) dr = 
0 


— | e ro Le (x) [2rLiit, (z)+ ...] dr = 
0 


—2n | er UTILE, (x) dx = 2nd2_,_1, 
0 


où d_,-1 est le carré de la norme du polynôme L##1,(x) (voir 
$ 7, 4). Aussi 


LE Z = (n—1—1)! (14) 
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La fonction radiale la plus simple correspond au cas {= n—1: 


1 Z it 
Ra, n-1 (7) ne Va e7*/pn. 


Pour ! — 0 la fonction radiale prend la forme la plus compliquée: elle possède 
alors le plus grand nombre de zéros possible pour n donné, égal à nr — 1. Cepen- 
dant, la relation entre la fonction d'onde et les angles 60, œ sera dans ce cas 


la plus simple: pour ! — 0 la fonction d’onde est symétrique par rapport à une 
sphère, car 


1 
Y 00 (6, œ) | 
V5 
Connaissant les fonctions radiales R,, , (r), il est possible de calculer diverses 
caractéristiques de l'atome hydrogénoïde, en particulier l'énergie potentielle 
moyenne u,1 de l'interaction électrostatique de l’électron avec le noyau, la distan- 


ce moyenne r,, entre l'électron et le noyau. 
Utilisant (11) et (14), on obtient 


* © O0 


— [V Zn? 2 9 
Unl=— | — An (r) dr = —2C;, | er*z2l+i Les (x)? dr = 
0 () 
2 72 Z 
= —ZCndi 1 1=— n2 ° 


Ainsi, l'énergie totale de l’électron E est égale à la moitié de l'énergie potentielle 
moyenne. 
Ensuite, 


œ 


'nl= | rRai (r) dr = Ci ( 52) | e-xz2lri [est @ | dx. 
0 0 


Pour le calcul de l'intégrale, il suffit d'utiliser la relation de récurrence 
(13) et la propriété d’orthogonalité des polynômes de Laguerre: 


Ca (57) [Gr — 0) dhitän2dh 1-14 (n +) di 1-2] = 


| 2 D! 1 
Cu (+) 1 it 2 et CE 


Un autre exemple d'utilisation des fonctions d'onde hydrogénoïdes con- 
siste dans le calcul du potentiel créé par l'atome hydrogénoïide. 

Supposons que l’électron se mouvant dans le champ coulombien du noyau 
de charge Ze se trouve dans l'état stationnaire caractérisé par les nombres 
quantiques nr, !, m. La masse de l’électron étant faible devant celle du noyau, 
on peut admettre, avec une bonne précision, que le noyau est immobile et se 
trouve dans un point r = 0. Cherchons le potentiel moyen v (r) créé en r par 
l'électron et le noyau. 


Puisque, avec les unités adoptées, le potentiel du noyau est égal à Z/r,on a 


v m=i- | L'Pnim (IF (r’)2 dr’ dQ. 


[r—r| 


Pour calculer l'intégrale, il est commode d’employer la fonction génératrice 
pour les polynômes de Legendre et le théorème d'’addition pour les functions 


8% 
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sphériques : 
1 o 
FA = }, + Pe (cos w) = 
s=0 > 


= re An | + 
=D als D VE, 076 0], 
s—=0 > m'—=—s 


où o est l'angle formé par les vecteurs 7 et r’. Comme 


? 1 LA # La 
Paim (r)=—7 Rni(r )Y'im (0”, q'}), 


on a 
nm (r'}? dr’ dQ' = 
O0 = © r® , | 
> Ds +1 > Ysm° (0: ®) | —<- Rai (r’) dr X 
s=0 m° 0 > 


di | Yim (0', p') Yim (8’, p’) Yem’ (0’, p')dQ’. (15) 


L'intégration par rapport à q’ donne que la somme en m’ ne comporte qu'un 
seul terme correspondant à m’ — 0. On a en définitive 


Z 4 C LÉ 2 , , , 
(Dm De Peo,9 | SE Rütr) dr | Fan (8, 99 x 
s=0 0 > 


X Yim(@”, q’) Ys0 (0”, p') dQ’. 


oO r° 
L'intégrale | me RAu(r') dr’ peut être mise sous la forme 
0 


T 


©œ s Led a 

Ce tot ’ 1 ’ 2 ’ t r ' ’ 
[Tru (r’) dr = 57 | GX Ru Gr) dr +r (ar. 
0 0 r 


L'intégrale du produit de trois fonctions sphériques se réduit à celle du produit 
de trois fonctions 6;,, (cos 8): 
1 


| Oîm (x) 8s0 (x) dr. 


Î Yim(8’, g’) Yim (8’, p'’) Ys0 (8', p') dQ'— 
=1 


1 
V2 
La dernière intégrale s'exprime en fonction des coefficients de Klebsch- 
Gordan, ou encore des coefficients de Wigner pour lesquels des tables spéciales 
ont été composées *). En vertu de l’orthogonalité des fonctions 6,, (x), elle 


n'est différente de zéro que pour s = 0, 2, ..., 21, c.-à-d. que la somme ens 
dans (15) contient un nombre fini de termes. 


*) Voir par exemple [7]. 
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Dans le cas où l’électron est dans son état fondamental (nr = 1, ! = 0), 
toutes les intégrales sont ne. à prendre. il en vient 


v(r) = + (242) e2Zr, 


Pour des r petits on a, comme il fallait s'y attendre, vw (r) = Z, tandis que 


pour r — © On à v(r) = 1 (le potentiel du noyau blindé par l’électron). 

3. Oscillateur harmonique. Le problème de l’oscillateur harmoni- 
que joue un rôle fondamental dans le développement de l’électrody- 
namique quantique ; il est fréquemment employé lors de l’étude d’os- 
cillations diverses dans les cristaux et les molécules. 

En physique classique, l’oscillateur harmonique linéaire se réa- 
lise dans un système exempt de frottement et régi par les lois de New- 
ton si dans ce système une particule de masse m est sollicitée par une 
force élastique F — — muw°z (x est l’écart de la particule de sa posi- 
tion d’ équilibre). L'énergie potentielle de l’oscillateur est de la for- 


me U = action de la force F la particule fera des oscil- 


lations harmoniques de fréquence w autour de sa position d'équi- 
libre. 

Cherchons à établir les états stationnaires de l’oscillateur har- 
monique par les méthodes de mécanique quantique. L’équation de 
Schrôdinger pour la fonction d'onde # (x) de l’oscillateur harmoni- 
que se présente sous la forme 


— 7 RES pe Ey (— 00 << x << 00). 


On demande de trouver les valeurs de £ telles que la fonction w (x) 
soit continue et vérifie la condition de normalisation 


| pdr=t. 


Au lieu de la coordonnée x et de l'énergie E, il est commode d’intro- 
duire des variables sans dimension Ë et &: 


2 À TE at, E=ñe. 


Alors, on obtient l'équation 
Ÿ" + (2e — E*) = 0 (16) 


(l'apostrophe désignant ici la dérivation par rapport à £). L’équation 
(16) est une équation généralisée du type hypergéométrique pour la- 
quelle (voir $ 10, 2) 


G(E)=1, T(E —0, o(E) = 2e — E. 
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Lorsque l'équation (16) est réduite à l’équation du type hypergéo- 
métrique, une seule valeur de k est possible: k — 2e. Cela étant, 
Ta (E) = + Ë. 
Choisissons parmi les formes possibles de la fonction 
T(E) = T(E) — 2x (E) 


celle qui puisse satisfaire aux conditions imposées à t (£) pour les 
polynômes orthogonaux classiques, c.-à-d. rt’ (£) << 0. Il vient alors 


TU (È)—=E TE) —26, 
p(E)=ei/2, Aka, (E) = 2e —1, 
Y(S)=e-#/°y (À), 
où la fonction y (E) satisfait à l'équation du type hypergéométrique 
y” — 2Ey + y = 0, À = 2e — 1. (17) 


L'équation (17) appartient au type d'équations que l'on a étu- 
diées au $ 14. Pour cette équation p (£) — exp (— E*). Comme on 
a déjà vu au $ 14, l'équation (17) admet des solutions non triviales 
y (£), pour lesquelles la fonction 


Ÿ(E) = e”Ef/2y (E) 


sera continue et de carré intégrable pour — © << £ << co, seulement 
dans le cas où 


à —2n (n—=0,1,...) (18) 
y (E) = CnHn (E). 


Ici H, (£) est un polynôme d'Hermite. 
La condition (18) donne les valeurs possibles de l'énergie 


E, — (n + 12) ho. 
La fonction d'onde ÿ (x) a pour expression définitive 


Va()=Cre-2H,(E), rat, a=)/ —. 


On obtient sans peine la constante C, de la condition de normalisa- 
tion 


[ fé (x) dr = 1, 


d'où 
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où 
d=2"niVn 
est le carré de la norme des polynômes d’Hermite (voir $ 7, 4). Aussi 
GC: —= _ EE . 
Ve V'2rniV x 
Considérons un exemple d'utilisation des fonctions d'onde de l’oscillateur : 


calculons quelques caractéristiques de mécanique quantique de celui-ci, qui 
sont employées en théorie quantique du rayonnement, à savoir, les éléments 


matriciels de ‘la coordonnée r,,, et l'énergie potentielle moyenne u,. On a 
Tmn — | Ym (7) TŸn (z) dr = Cm | EH (E) Eh (E) dE. 


Calculons l'intégrale à l’aide de la relation de récurrence pour les polynômes 
d'Hermite (voir $ 9) 


Tmn — aCmCn ( eHm (£) [+ Hana (6) +rHn ® | dé. 


En vertu de l'orthogonalité des polynômes d'Hermite les éléments matriciels 
de zhn ne seront non nuls que pour m — nr + 1. Pour les calculer, utilisons (19) 
et la relation évidente . 

n 


n+i 
On a alors, pour m—n<+1, 
1 9 2 Â C e es | C ñ 1 
Enai,n = 5 LCnCn+idn+1 =T a CG. aCn+1idn+1 = = = £ | 
Comme Tmn =?nm 00 a 
n 
Tn=1, n=ZTn,n-1—Q@ TJ ° 


Ensuite, l'énergie potentielle moyenne de l'oscillateur harmonique est 


du À Ut) vé Go de mararcs | IE, GP. 


Pour le calcul de l'intégrale, utilisons de nouveau la relation de récurrence et 
la propriété d’orthogonalité des polynômes d'Hermite, ainsi que les relations 
(19) et (20): 


n=rmatosCg À ETS dns @+ntes © | &- 


Les) 


— œ 


lan 14 : mue? F1 Cn \2, ,f/ Cn \2 
=gmutescs (7 datnis) SET (SE) + (CE) Te 


1 | 1 
9 how (r+3) T2 En. 


Ce résultat coïncide avec le résultat correspondant de la théorie classique. 
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$ 17*. Polynômes orthogonaux classiques d’une variable discrète 


1. Définition. Au $ 4, on a donné la définition des polynômes p, (x) ortho- 
ie sur.l'intervalle (a, b) par rapport au poids p (z) à l’aide de la notion 
e produit scalaire 


b 
(, 8)= | f (2) e (2) (x) az. (1) 


I1 est également possible d'envisager le produit scalaire de deux fonctions f (x) 
et g (zx) d’une forme quelque peu différente si l’on remplace dans (1) l'intégrale 
définie par la somme: 
(}; s)=Y fi) & (zi) ui. (2) 
1 

Ici pu; > 0; la sommation se fait sur les valeurs de z; qui vérifient l'inégalité 
a < T} < b. 

Pour le produit scalaire (2) on peut reprendre tous les raisonnements aux- 
quels on a procédé dans le $ 4. En particulier, s’il existe des moments 


Cn= ziu,  (n=0, 1, ...), 


il est possible d'introduire un système de polynômes {p, (x)} tel qu'il vérifie 
les relations d’orthogonalité 


Pro Pim=0mzÆn. (3) 
Nous allons appeler de tels polynômes les polynômes orthogonauz d'une variable 
discrète. Les mêmes propriétés que l’on a établies dans le & 5 pour les polynômes 
orthogonaux sur l'intervalle (a, b) par rapport à un poids p (x) sont valables 
ROUE ces polynômes. En particulier, la condition (3) sera équivalente à la con- 
ition 
(Pns 77) = 0, m < n. (4) 
Il est possible d'étendre aux polynômes orthogonaux d’une variable discrète 
la définition des polynômes orthogonaux classiques, toutes les propriétés fon- 
damentales de ceux-ci étant conservées. 
Introduisons les notations 


fr) = fi Afi = fita — fi. 


Définition. Soient dans (2) <i<is — 1, 2j, = 0, z, = b, pi = 
= p(z;) Az;, les points z; étant liés par la relation z;,1 = ax; + B (« et $ 
sont des constantes). Les polynômes p, (x) vérifiant les relations d'orthogonalité (3) 
portent le nom de polynômes orthogonauzx classiques d'une variable discrète si le 
poids p (x) satisfait à l'équation aux differences de la forme 


Zlo(z)p (= 7 (x) p (2) (5) 
et aux conditions aux limites *) 
cpl ep (m=0, 1, .….). (6) 


Tci 


Az  ? 
et o(z)et t (x) sont les polynômes de degré non supérieur respectivement à 2 et à 1. 


s1(= MO) af(z)=f(ar+B)—f(x), Ar=(ar+B)—z, 


*) Les conditions aux limites (6) peuvent être déduites de l'équation E) 
et de la condition d'existence des moments de la fonction de poids (voir $ 6): 
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Dans la suite, nous allons employer aussi la désignation 


fat (2) 


œ 


_z= 


c#lf (x) = LI (+) _ 
a . ZT 


Remarquons que 


£1 Gy= dis Ah cÂlf ap= hs L g$(2. 


Zjs1—Z; Az; Zi —T-1 


Les expressions Zp, (x) et #p,, (x) jouent en théorie des polynômes ortho- 
gonaux classiques d’une variable discrète le même rôle que la dérivée p, (z) 
en théorie des polynômes orthogonaux classiques ordinaires. 

De la relation de la forme z;+, = ar;<+$ il découle que pour tout polynôme 
Fm (x) les expressions Zx,, (x) et «#1, (x) seront des polynômes de degré m — 1 
En particulier Z1r4 (z) — off, (x) = 1, (x). Quand & = 1, on se trouve en 
présence d'une suite de points équidistants z;. Les polynômes orthogonaux 
correspondants d'une variable discrète sont très couramment utilisés en pra- 
tique, par exemple dans certaines applications de la théorie des probabilités. 

2. Quelques formules de différences. Avant de passer à l'étude des pro- 
priétés des polynômes orthogonaux classiques d'une variable discrète, établis- 
sons certaines règles afin de pouvoir opérer avec les expressions de la forme 
£f (x) et off (x). On a 


ZL'Ic1f1 (x) + cofe (2)] = CL f1 (2) + caLfe (x), (7) 
L\f(z)8(z)]=f (2) Le (2) +e [t1 (x)] Lf (2), (8) 
cl (f(x) g (z)]=f (x) Ag (zx) + 8 [t-1 (z)] MF (2). (9) 
Ici 
to (z)= x, Lh+s (z) = 1h (az +$) = th (z) +B (k=0, = m 1, ee DE 
c.-à-d. 


ah— 1 


ah —1 k 
tr (z)=2z+ EE Az = ah + PPT B. 


A l’aide de l'égalité 


on établit sans peine qu'entre les expressions Zf (zx) et of/f (x) il existe la relation 
suivante: 
1 1 
ZŸ(t) [ET (TR LH tr-1 (z)]= o#f (1) le, co ar [tx (z)]. (40) 
D'autre part, nous aurons besoin d’une formule analogue à la formule 


de Leibniz pour la dérivation du produit de deux fonctions f (x) et g (x), dont 
l'une est un polynôme du premier degré: 


am — À 
ami (a —1) 
où f(z) est le polynôme du premier degré. 


Pour démontrer la formule (11), ProCeCons par la méthode de 
récurrence. Quand m —= 1, la formule (11) coïncide avec (9). Supposons 


ch [f (x) 8 (2)]= f (x) offmg (x) + d'A te (le pr (0) 
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que cette formule soit vérifiée pour 1 < m < n. Puisque la fonction c#f (x) = 
= f’ (x) ne dépend pas de x, on a 


cHEnt1[f (x) g (z)] = 
an — {À 


— À { F0) 6 + TE PE AE OIL } £ 
= f(x) Mg (2) + fe) Le (ee ce) + 


A (x) Long ( 
+0 l'E nel 60: 
ce qui coïncide avec (11) pour m = n - 1. 

3. Orthogonalité des dérivées aux différences. Puisque les différentes pro- 
priétés des polynômes orthogonaux classiques ont été établies principalement 
à l’aide de la méthode d'intégration par parties, il s’agit de trouver maintenant 
son analogue pour le cas de la différence. Pour ce faire, il suffit de sommer les 
égalités évidentes qui résultent de (8) quand z — r;: 


À (figs) = fig: + sidi. (12) 
On obtient ainsi la formule de sommation par parties: 
S file = figi Es Bis1Afi (13) 
i î 


Ici comme plus loin, on fait la sommation sur les valeurs ài = i,, à, + 1, ... 
is — 1 (x, = a x; — b 
Déduisons d’abord la propriété des polynômes orthogonaux classiques 
d’une variable discrète analogue à la propriété d'orthogonalité des dérivées 
des polynômes orthogonaux classiques ordinaires. On a 


Sat Pnlzi)WipiAzi=0 pour m<n, 
Li 


car l'expression z2"-{ + (r) est un polynôme de degré m. D'autre part, en utilisant 
l'équation aux différences (5) pour p; et la formule (12), on obtient 


2 tipiAzi= ai A (oip;)= A (ie Oipi)— GipiAzi 
Aussi 
Dei Pn (25) Tipiti= À Pn (25) A (tie Oipi) — 
= | 


1 
Azm = i 
i- 
— >. Pa (Zi) Gi A p;Az; = 0. (14) 
E 
Azm = 


Puisque zx; = —$), l'expression 6; représente un polynôme de degré 


m en z;; donc, en vertu de la propriété d'orthogonalité (4), la deuxième somme 
de (14) est égale à zéro. Faisons la transformation de la première somme au 
moyen de la formule de sommation par parties (13): 


> Pn (Zi) À (277 'oipi) = Pn (xi) 2 lo;p; É 2 À Gi1pi41A Pa (zi). 
L L 
Conformément aux conditions aux limites (6) la substitution est égale à zéro. 
L'égalité (14) devient donc 
bd 21 Lp, (x) xx, Pi(ri) Az; =0, m<n, 


Li 


$ 17] POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES D'UNE VARIABLE DISCRÊTE 1423 


où 
Pa (ri) = Oi41Pi+a- 


Les polynômes Zp, (x) sont donc des polynômes d'une variable discrète 
orthogonaux par rapport au poids 


Pa (x) = Cl (zx) p lt (z)= To (x) + + (x) Az] p (x). 


Montrons que Zp, (x) sont des polynômes orthogonaux classiques. Pour cela, 
il suffit de s'assurer que le poids p, (x) vérifie l'équation aux différences et les 
conditions aux limites de la forme (5) et (6). Conformément à (8), 


Lo (x) p1 (x)] = pi (x) Lo (x) + 0 [ni (x)] Lp (z)- 
Puisque 
Loi (zx) = £{olt (z)le [t: (x)]} = 


= af {o(t)p (t)] Le = t3(x) — AT Lez (2)] p [é (x)}, 
On a 
Lo (x) p1 (x) = (Lo (x) + at [tn (z)1} Pa (x) 


Nous avons obtenu une équation aux différences de la forme (5) pour le poids 
P1(x), car l'expression 


G (x) = Lo (x) + avt (x)] 


est un polynôme de premier degré au plus. 
Voyons si les conditions aux limites sont remplies. On a 


2 Oip1 (zi) c,=0,8 = 25 (054 tiAri) ip: x,=a, b = 0 


en vertu des conditions aux limites (6). 
On vient de montrer que les polynômes Zp,, (x) sont des polynômes clas- 
siques d’une variable discrète orthogonaux par rapport au poids 


P1 (x) = O0 ft: (z)] p [ta (x). 
Par la méthode de récurrence, on est amené au théorème suivant. 


Théorème 1. Les polynômes Zmp, (r) sont des polynômes classiques 
d'une variable discrète orthogonaux par rapport au poids 


Pm (z)=P (tm) [[ © (x) (45) 
h=1 


satisfaisant à l'équation aux différences 
L [0 (x) Pm (z)] = Tm (2) Pm (&), 
où 


m— 1 
Tm (= D Lolts (2)]+ ant [tm (z)}e (16) 
k=0 


4. Equation aux différences. Utilisant la propriété d'orthogonalité des 

poupons LPn (zx), nous obtenons l'équation aux différences pour p,, (x) analogue 

l'équation différentielle pour les polynômes orthogonaux classiques ordinaires. 
Quand m <n,ona 


> Lpn (Zi) LrT pi (xi) Azi = à LPn (ti) OixPis1AzT = 0, (47) 
? Li 


car l'expression Zz" est un polynôme de degré m — 1. 
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Transformons le premier membre de (17) à l’aide de la sommation par par- 
ties, en posant dans (13) f, = z?, £jta = Oih05+1ZPn (ti) = OitaPi+10# Pn (x1+1) : 
D LP (ri) OisPis1A2T = 27 0 iPic A Pn (z1) jé a 2: 2Ÿ À [oipic#pa (zi)]. 

?r 


? 


La substitution s'annule en vertu des conditions aux limites (6). Aussi 
S'2T'A [oipio#pn (z1)]= D 2 Pn (z1) Paz =0 (m<n), (18) 
î î 


OÙ Pa @=T£ [o 1x) p (x) o#£ph (x)]. Utilisant les relations (8) et (10), met- 


tons l'expression pour PA (x) sous une forme différente : 


Pa @= {o (x) p (2) LoHpn (z)+ Lpa (z) L 10 (z)p (2)]} = 
=0(z) Zohlpa (x) +7 (z) Lpn (2). 


Les fonctions £p, (x) et Z#p, (x) sont des polynômes de degré n — 1 et n — 2 
respectivement. Aussi p, (x) sera-t-il un polynôme de degré nr. Puisque, 
selon (18), le polynôme pa (zx) est orthogonal par rapport au poids p (x) 
à toute puissance inférieure à n, il ne différera du polynôme p, (x), en vertu 
de l’unicité de système de polynômes orthogonaux par rapport au poids donné, 
que par un facteur constant, d'où l’on tire 


Pn (z)= —AnPn (x), 
où À, est une constante. 
Ainsi, nous avons obtenu pour les polynômes p, (x) l'équation aux diffe- 
rences du deuxième ordre 


ÆU0o (x) p (x) pa (z)] + An? (x) Pn (x) = 0 (19) 
ou, ce qui revient au même, 
O(z)£oAlpn (x) + t (x) Lpn (x) + AnPn (x) = 0. (20) 


Pour déterminer la constante À,,, il suffit de comparer dans (20) les coefficients 


de zn. Comme 
Lzn = (az+p}—3" Pl int,. 


(@œ—1)z+B a—1 
= ani + .., 


° 


PR 


il vient 


an—1", an-1__1 ©” 
pin a— 1 [= Tan (æ—1) 2 | 


(21) 
L’équation (19) peut être récrite autrement, à l’aide de la relation (10). On a 


2 10 (2) 0 (&) Apn (2)1= + 4 {10 (8) p (1) Apr (lits) = : 


=+ ft [pa (x) LPn (z)]. 


On arrive ainsi à l'équation suivante pour p, (x): 
At pr (x) Lpn (z)] + À (x) pn (z) = 0. (22) 
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Comme les polynômes LPA (x) sont des polynômes classiques orthogonaux 


par rapport au poids Pm (x), ils vérifient évidemment l'équation aux différences 


qu'on déduit de (22) en remplaçant n par nr — m, p (x) par Pmn (x), P1 (zx) par 
Pm+1 (x) et t(z) par tm (x). Aussi 


1 
Pm (x) LMpr (z) = — dd. M [Pm+1 (x) LT p, (x)], 
où 
an-m—A4 nr, an-m-1_4 go” 
nm = — a—1À [vn+ an-m-1 (œ—1{) +. | 
On en tire successivement 


P (2) Pn (2)= — 27 04 [D (2) Pn (2) = 


=(- 7) 4 { (25) of pa (0) Lepn (2) } =. 


10" 
m—1 


am [] Ànk 
k=— 


On aboutit ainsi à une équation aux différences d'ordre 2m pour les polynômes 


AI [Pr (z) LMpn (z)]. 


Pr (2): 
MUR À Pm (2) LMP (2)]= AnmP (&) Pn (z) (23) 
où 
m-i1 
Anm=(—am [T Au. 24 
(—a) ail x (24) 


5. Formule de Rodrigues. Si l’on pose dans (23) m = n, on obtient pour 
les polynômes orthogonaux classiques d'une variable discrète l'analogue de la 
* formule de Rodrigues: | 

An 
PU) HE [Pa (2)}, (25) 


Pn (x) = 


où 


An = ZL'Pn (x). (26) 


1 
Ann 
Citons en outre l’analogue de la formule de Rodrigues pour le polynôme Zp, (x) 

e l’on déduit de (25) en changeant p (x) en p,, (x). Ce faisant, il convient 

e substituer à la fonction p,, (x) le poids par rapport auquel sont orthogonaux 
les polynômes Z7-m[Zmp, (r)] = Z'p, (x), ce qui veut dire que la fonction 
Ph (x) doit être laissée inchangée. Il en résulte: 


1 = 

ZLMpn (z)= Bnm NES c#EnTm [Pa @) (27) 

Pour rechercher la constante B,,,, il suffit de porter dans (23) l'expression (27) 
de £mp, (x): 

Bnm = AnmAn-: (28) 


6. Relations de récurrence. Les polynômes orthogonaux classiques d’une 
variable discrète vérifient les relations de récurrence qu'on tire des relations 
de la forme (4) et (5) du $ 9 en mettant #p, (zx) au lieu de p; (x). On peut déduire 
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ces relations au moyen de la formule de Rodrigues. Puisque 
Pa+i (2) = 0 [ti (x) pa [ti (2)}, 
il découle de la formule de Rodrigues pour p,+, (x) que 
An+ 
Pret (e)= ef {0 [t4 (æ)] Pa [é1 (z)]}= 


_ AAnst. n _ LAn+1 An 
_ ANSE [6 (x) Pa (z)] = D) CH [ta (2) Pn (2)]. 


Pour rechercher l'expression c#7 [t, (x) p, (z)l, utilisons l’analogue de la 
formule de Leibniz (11): 


CHE [ta (z) Pn (7)] = Ta (x) Apr (x) + re Ta lof 1p} (t)] ht 1x)" 


Or, conformément à (25), (27), (28), (24) et (10), on a 


{ 
APn (2) = P (x) Pn (z), 
n 
1 
M Da (8) lee ace) = nr 24 (0) Pa (0 let ie 
1 
— T'ahAr O(z)p (x) AH Pn (x). 

C'est pourquoi 


Pn+1 (2) =@ fes [ta (z) Pn &)— (an —1) 7, 


POICETES O (x) c#pPn (2) | ’ 


d'où 


an (œ—1) Àn . An 
(an —1) 7% [ RAns: Pn+i (#) +Tn (Z) Pn «a | . (29) 


La dernière relation est analogue à la formule (4) du $ 9. Les autres relations 
de récurrence découlent de (29) et de l'équation aux différences (20) pour p,, (x). 

Pour déduire une relation analogue à la formule (5) du $ 9, remarquons que, 
conformément à (29), 


© (x) c#lPn (x) = 


Z 10 (2) An (= 

_at{æ—1) Àn f An 

= pe À — EPru (0) +8 Len (0) P ()}. (80 
Ensuite, 


Z [tn (2) Pn (Z)] = Tn (&) LPn (2) + TnPa [ta (2)}, 
Z {0 (z) o# pa (z)] = 0 (x) Le pa (zx) + Lpa (x) Lo (x) — 
= —T(z) ZPn (x) —AnPn (2) + LPn (x) Lo (2). 
Puisque 
Pn (Z) = Pn [t1 (z)]— AzZ£ pr (2), 
la relation (30) peut s’écrire comme suit: 
Pn [ti (2) = Ca£Pata (x) + 3 (2) Lr, (x), (31) 


où C\ est une constante et x, (rx) un polynôme de degré 1 au plus. 
Remplaçant dans (31) z par t_, (x), on obtient en résultat 


Pn (2) = Cn#Pnt: (2) + Tn [LAS (z)l#pn (x). (32) 
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Cette relation est analogue à la formule (5) du $ 9, car la fonction x, [f_, (x)]} 
est un polynôme de degré 1 au plus par rapport à r. 

Portant dans (32) l'expression de -#/p, (x) tirée de (29), on obtient une 
relation analogue à la formule (1) du & 9. 

7. Quelques types de polynômes orthogonaux classiques d’une variable 
discrète. Mettons sous forme explicite le poids p (rx) quand 


= 4, B — 1, Z; = À. 
L'équation aux différences (5) devient dans ce cas 


p(z+1) __o(x)+7T(z) 
pa) — o(&+1) (33) 


Notons une propriété évidente des solutions de l'équation aux différences 


p(z+1) 

= j (2), 
où la fonction f(x) est définie. 

Si f(x)=f1(z)f2(x) ou =, on a respectivement p(r)= 
— Cp1 (zx) pe (x) ou p(n=c ©. Ici C est une constante arbitraire et les 
fonctions p, (x) et p2 (x) sont solutions des équations aux différences 
1 1 
HI, ET pr (0. 


Puisque le deuxième membre de l'équation (33) est une fonction ration- 
nelle, on peut, en s'appuyant sur la remarque ci-dessus, exprimer sa solution 
en fonction de celles des équations aux différences 


LED y, (34) 
SE (35) 
PE y (36) 
Comme y + z — on , la solution particulière de l'équation (34) est de 
la forme p(r)=T(y+1z). De même, utilisant la représentation 
se 4 | À 


Los) To +0—-G+10)) Ti ? 
on recherche la solution particulière de l'équation (35) : 

ee 
POSTES 


On obtient sans difficulté que l'équation (36) a pour solution particulière 
la fonction p (x) — y*. Compte tenu de ces considérations, nous allons chercher 
les solutions de l’équation (33) pour différents cas particuliers. 


4) Soit a— 0, b= N, (x) = z (N — x). Alors 
C(z)+Tt(z)=(z+ y) (Ô—2), 
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où y et Ô sont des constantes. L’équation (33) devient alors 


p(z+1) __ (z+Y) (OÔ—3) 
p (x) (21) (N—1—2) 


Elle aura comme solution particulière la fonction 


T'(y+z) F(N— 2) 
T'(241)T (O+1—7x) 


Les conditions aux limites (6) et les conditions de positivité du poids p (z;) 
seront vérifiées notamment quand on aura C > 0, y > 0, Ô + 1 > N. Les 
polynômes orthogonaux correspondants sont dits polynômes de Hahn. Posant 
dans (37) C = 1, y = 1, Ô + 1 = N, nous aboutissons aux polynômes de Tché- 
bychev d'une variable discrète, pour lesquels p (x) = 1. 
Les polynômes de Tchébychev d’une variable discrète s'appliquent, par 
exemple, lors de traitement des observations par la méthode des moindres 
N-1 
carrés, au calcul des sommes de la forme ” f (k) d'après les formules de quadra- 
k==U0 
tures du type de Gauss (voir Complément). 
2) Soient a = 0, b = oo, (x) = r. Trois cas sont à envisager alors: 


p(z)=C (37) 


u (y+2), 
C(z)+Tt(z)=A u(Y—2), 
LL. 


Ici u et y sont des constantes. L'équation (33) admettra alors les solutions sui- 
vantes : 


{ '(y+2) 
CHERE D 
Cu? 
l(z+1)7 (y+1—72)" 
Cux 
P(z+1) 


Dans le premier cas, les conditions aux limites (6) et les conditions de posi- 
tivité du poids p (x;) seront remplies si l’on pose 0<u<1, y>0, C = 


p(z)= 


= Fo On aura donc 


He (y, =10+2 
Pe+D TT 


Les polynômes SO tres sont les polynômes de Meirner. 
En raisonnant de la même façon, dans le deuxième cas il suffit de poser 


p (zx) = 


y+i=N, = (p> 0, g>0, p+g=1), CN. 


Le poids p (x;) ne sera non nul, dans ces conditions, que si 0 < i < N. Pour 
les quantités p (a on obtiendra la distribution binomiale bien connue de la 
théorie des probabilités : 

CeipiN-i pi ___N! 


Les polynômes correspondants sont dits polynômes de Kravtchouk. 
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Plaçons-nous dans le troisième cas et posons C = e7Ÿ; les valeurs de p (z;) 
obéissent à la distribution de Poisson 


hp. i 


p (xi) = — 


Les polynômes orthogonaux d’une variable discrète correspondants s'appellent 
polynômes de Charlier. 


3) Le cas © = 1 est sans intérêt, car il ne promet aucun type nouveau de 
polynômes. 


Dans {1] on trouve des renseignements plus détaillés concernant les poly- 
nômes d’une variable discrète examinés. 


Formules fondamentales 
Quelques propriétés générales des polynômes orthogonaux 


Expression explicite pour le polynôme p, (x) orthogonal par rapport au poids 
p (x) sur l'intervalle (a, b): 


Co Ci sssC, 

Ci Co... Cnsi 
PA(D = Al ss ses sx : 

C1 Ca : Can=1 

1 z zx 


b 


Cn= | z"p (x) dz- est le moment de la fonction de poids, À, la constante de 


a 
normalisation. 
Relation de récurrence : 
a b b _ 
ZPn (x) = = Pn+1 (&) + (52-22) » n (2)} | Pat (Z)s 
An+1 An  n+1 an 


b 

dè = \P p2(z)p (zx) dr, a, et b, sont les coefficients des puissances supérieures 
a 
1 


du polynôme p, (x): 
Pn (2) = an + bar iE .. 


Formule de Darboux-Christoffel : 


>A2Éne Pk n Le PR (2) Pr (y) _ À an  Pn+1(x) Pn (Y) — Pn (£) Pn+1 (Y) 


Polynômes orthogonaux classiques 


Caractéristiques principales des polynômes de Jacobi p@ 6) (z), de Laguerre 
L®%(z) et d'Hermite Hh (x) (tableau 2). 
Equation différentielle pour le poids: 


À Lo (2) 0 (æ)1= + (2) p (2). 


9—01174 
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Tableau 2 


Pn (*) plær B) (x)(a>-1, 8>-1) L (x) (a>-1) | H,, (x) 


(—1, 1) (0, co) (— co, 00) 
A—2)2(41+ 28 2%e-x e7*? 


4— 72 z 
B—a—(a+fB+2) x 1+a—r 
n(n+a+8B+1) n 


Equation différentielle pour ph (x): 
Oo (x) y" +7 (x) y + Any =0, 
[o (x) p (x) °F + np (x) y=0. 
Formules de dérivation : 
d 1 
—— PE (a) =(nta+p+1) PRE FO (2); 


d 
La (a)= — Lis (2): 


d 
7x Hn (z)=2rHn-s (x). 


Le tableau 3 ci-contre contient les constantes principales pour les po- 
lynômes orthogonaux classiques. 
Formule de no 
ñn 
Pn (*)= 5 PE _ _ [o (z) p (x)] (forme différentielle) ; 


An n! on (2) p (2) te 
p (x) Tu Tant (forme intégrale), 
C 


Pa (x) = 


C est un contour fermé entourant le point z = z. 
Relations de récurrence : 


ZPn (7) = AnPn+t (2) +BnPn (z) FF YnPn=1 (à) ;: 
O (x) Pn(z) = a Dpnss (2) + (BE + y) pa (x) ; 
Pn (x) =) pr (x) + (BE + vx) pa (x). 


Représentations asymptotiques pour nr —+ co : 


cos {{În+(a+B+1)/210— (24 + 1) x/4} O (n—*/2 
——D\S+Te Dur OU 7 
Van (sins) (cos 5) 
(O<È<p<r—6); 
él-3704/2-Us,a/2-1/a cos [2 V'rz—(20 +1) + |+ 
+0 (n#/2— V2) (O<ELz<N<o); 

; 2n V2 xt}: nn 1/4 

n a=V2(+) - [ cos (Vans) +0 (n )} 


(IzI<N < oo). 


PQ À) (cos 0) = 


1 
Le — — 
n () V 


(1) 
da 
B: 1) 

n 


y! LD 


(2) 
an 
p® 

n 


(2) 
Yn 


(—1" 


2nn ! 
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T(2n+a+p+1) 


2(n+t{)(n+a+p+1) 
(n+a+Bp+1) (2n+a+f+2) 


2niT(n+a+B+1) 
(œ—$) D (2n+ x +) 
On (n—1)IT(n+Fa+p+1) 
2E+B+ IT (n+ a+ 1) l(n+B+ 1) 
nIF(2r+a+p+1)l(n+a+p+1) 


B—a° 


2(n+@) (nr +) 


Cn+a+B(2r+a+p+1) 


_ 2in+t)(n+ae+B+1) 


2n+a+B+2 


(a—B)(n+a+6+1) 


n+a+hp+2 
n+a+p+1 


9 


{ 


a—$ 


7 n+a+B+i 


Polynômes de Legendre 


Les polynômes de Legendre P, (x) sont orthogonaux par rap 


P(n+a+i) 
n | 


—(a+1) 
2n+a+1 
—(n +4) 


n+1 


—(n+a+1) 
1 


JS [LL 
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Tableau 3 


H,, (x) 


(—1y 


1 
2(n+1) 


0 


0 


rt au poids 


p (x) = 1 sur l'intervalle (—1, 1). Ils représentent un cas particulier des poly- 

nômes de Jacobi pr B(z) pour &« = B — 0 et des polynômes de Gegenbauer 

CY (x) pour v = !/.. 
Equation différentielle : 


A— 2) y" — 227 +nin+tl)y=0, y = P, (2). 
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Formule de Rodrigues: 
Ph (z) = 
Représentation intégrale : 


(4 dr 


al din (1—z°)7. 


27% 
P, CE | (z+i V/1—22sin g)" dg. 
0 


Fonction génératrice : 
1 
Vire 
Valeurs particulières : 
Pa()=1, Pa(—1)=(—1}, 
—1)" (2n)! 


= ÿ Ph (zx) tr. 
n=0 


Pons: (0) =0,  Pon (0) = nn: [Ph (z)1<1. 
Carré de la norme: 
2 
di = On + 1° 


Relations de récurrence : 
(1— 22) Pa (z)= —(n +1) [Ps (x) —zPh (2)], 
1 * + 1 # LA , 
Ph (x) Dre [Pn+1 (z) —zPh (2)] Hnri [Pr+ (x) — Pa (2)], 
(n +1) Pau (æ)—(2n+ 1) zPn (2) +nPn-4 (x) =0. 
Représentation asymptotique : | 


. 1 ñ 
5 cos | (n +) + | s/ 
P cos 6 RARE Er | On’). 
n ( ) A VETT +0 ) 

On voit sur la figure 3 les courbes représentatives des polynômes de Legendre 
P, (x) pour quelques valeurs de n. | 

Quelques fonctions spéciales apparentées aux fonctions de deuxième espèce 

Qo(z) pour les polynômes orthogonaux classiques 

Fonction gamma incomplète : 


00 
'(a, x) = À etta-i dt. 
x 


Fonction béta incomplete : 
< 
B (P, g)= | tP-L(1—1)0"1 dt. 
0 
Ezxponentielle intégrale : 


Eh (= | ds, Rez=>0. 
1 
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Sinus intégral et cosinus intégral : 


si@= | À SDS Ci()= | SR PS 
0 co 


Intégrale de probabilité (fonction des erreurs) : 


O (z) = 


© 


Intégrales de Fresnel : 


s(9= | an as ce=| cos Lu ds. 


Les propriétés principales. . ces fonctions et leur liaison avec la fonction 
@o (z) ont été examinées au $ 1 


le ERA 
[TL DS 
D'NENPANENEEn 6 EN ERP SR NRERZ 


ë ER U FT 
ENIIMAIIIINSTIITINI AL PEN RTE T 
dl CENPREORR ZA EEE EPRE ESS TILL. a 


CT 
ELEC EC EEE EEE EEE EEE EE EEE 
APLILLLELELCELEEELEE EEE EEE EEE EEE 
—{0 -06 


-06 -G4 -02 0 Q2 ©  G6 806 7 


Fig. 3 


Fonctions sphériques 


Yim (6, == 2% (C0 8) (—1< m < D); 
_(—1),/ 247 (—m)! me dim _. 
Per PE an V2 mt T9 en 07 


ON ET TNT (mme op 


dri-m 
O7, -m (2) =(— D" Oim (2) ; 


fm (Os F)=(— 1) Yi, -m (8, p)- 
Propriété d'orthozonalité : 


| Ti: (6, Œ) Yom (6, ®) dQ = 1 0mm"- 
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Relation de reécurrence : 


TESTS 
cos OY 1m (6, D) = rente Li Yu, m (6, P) + V— TE — Yi, m (6, P). 


Formules de dérivation : 
0 : 
F1 Yim (0, q)=imYim (0, ): 
e+ip (+ ER + m cotg OYim ) =VI(ET)—m(m+Et)Yi, m£1 


(quand m—+ (+1), on posera Y'Im (0, ç) = 0). 
Théorème d'addition : 


an 
Pi (cosw) = > Vim (O1, F1) Yfm (B2» P2) 


m= —{ 


(w est l'angle formé par les vecteurs r, et r. dont les directions sont caractérisées 
par les angles ué p, et 0, 2); 


[ee] 


FT 
1=0 


re 


m=—!l 
(r4s ro), Tr, = Max (r{, ra). 


Equations différentielles du type hypergéométrique 
Equation du type hypergéométrique : 


C(z)y"+Tt(G)y +aAy= 0, 


où © (z) et t (z) sont des polynômes arbitraires de degrés non supérieurs à 2 et 
à 4, À est un nombre complexe quelconque. 

Forme canonique des équations du type hypergéométrique : 
équation hypergéométrique : 


2(4—2)y +{v—-(@+B+1):]ly — afy = 0; 
équation hypergéométrique dégénérée : 
2y" + (Y—2)y — ay =0; 
équation pour la fonction d’'Hermite: 
y" — 2:y° + 2vy = 0. 
Solutions particulières de l'équation du type hypergéométrique : 
el. | 0° (5) p ) dE. 


OF d'E-ati 
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Ici la fonction p (2) satisfait à l’équation [o (2) p (2)]’ — + (2) p (2), la constante v 
est racine de l'équation À +v [r (= + (v—1) 0° (2 ]=0, le contour C est 
choisi de la condition 
+1 (@) p () FF: 
Œ—2"ri 


Equation généralisée du type hypergéométrique : 


—0 (z, et = sont les extrémités du contour). 


21 


sta, 
o CI 
où © (2) et © (z) sont des polynômes arbitraires de degré 2 au plus, + (z) est un 
polynôme arbitraire de degré 1 au plus. 
La méthode décrite au $ 10, 2 permet de réduire l'équation généralisée 
se type Re à l'équation du type hypergéométrique © (:) y” + 
T2) y +à 


= 0, 


C(z)u” +T(z)u’ + 


CHAPITRE III 


FONCTIONS CYLINDRIQUES 


Il ne serait pas exagéré de dire que les fonctions cylindriques sont les plus fré- 
quemment employées de toutes les fonctions spéciales. La théorie de ces fonc- 
tions utilise la liaison existant entre les solutions de l'équation différentielle 
de Bessel et celles de l'équation du t hypergéométrique. Cela permet de 
déduire facilement la représentation intégrale de Poisson pour les fonctions 
cylindriques, qui est une généralisation de la formule de Rodrigues pour les 
polynômes orthogonaux classiques. En plus de la représentation de Poisson, 
nous étudierons la représentation intégrale de Sommerfeld, commode pour les 
applications, qui découle naturellement de la solution de l'équation de Helm- 
holtz par la méthode de séparation des variables. De ces représentations on 
déduit sans peine les développements en séries, les représentations asymptoti- 
ques, les relations de récurrence et les théorèmes d’addition. 

A la fin du chapitre, on examine quelques applications des fonctions cylin- 
driques aux problèmes de physique mathématique et de mécanique quantique. 


$ 18. Equation différentielle de Bessel 
et sa solution 


1. Solution de l’équation de Helmholtz en coordonnées cylindri- 
ques. Les problèmes caractéristiques amenant à des fonctions cylin- 
driques sont les problèmes liés à la solution de l'équation de Helm- 


holtz 
Av+ Av = 0 


en coordonnées cylindriques. Pour plus de simplicité, supposons que 
la fonction v ne dépend pas de la distance comptée suivant l'axe du 
cylindre. Alors v = v (r, œ) et 

" _ 1 9 dv 4 dv 
Pour que la fonction v soit uniforme, il faut qu'elle vérifie la condi- 
tion de périodicité v (r, @ + 2x) = v(r, æ). Développons cette 
fonction en série de Fourier 


ne 


U(r, f)— > Un (r)eirv, 
| n 


îT 
1 ë ; 
mn(r)= | vtr, periode. (2) 
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On obtient sans peine l'équation différentielle pour la fonction 
vh (r) en intégrant (1) sur l'intervalle (— x, x) de poids e— "© et en 


simplifiant le terme en = au moyen d’une double intégration par 


parties. En vertu de la périodicité de la fonction v (r, œ) en œ, les 
substitutions s’annulent, et nous avons l’équation différentielle sui- 


vante pour la fonction uw (z) = v, (r) avec z = Vàr: 
tu" + zu + (2 — n°)u = 0. 


Par la suite, nous chercherons les solutions d’une équation de 
forme plus générale: 


zu” + zu" + (2 — vu = 0. (3) 


Ici z est une variable complexe et v un paramètre qui peut prendre 
n'importe quelles valeurs réelles ou complexes. 

Les solutions arbitraires de l’équation (3) portent le nom de fonc- 
tions cylindriques d'ordre + ou de fonctions de Bessel. Pour cette raison 
l'équation (3) est souvent appelée équation de Bessel. 

Par changement de variables, on obtient facilement de l’équa- 
tion de Bessel plusieurs autres équations différentielles dont les 
solutions peuvent s'exprimer au moyen des fonctions cylindriques. 
C'est ainsi qu'en supposant 


de Eu, Z — BE”, 


où E est une nouvelle variable indépendante, v une nouvelle fonction, 
a, B, y des constantes, nous passons de l’équation de Bessel pour 
u (z) à l'équation —. de Lommel 


DE à (RUE ET | 020 (4) 


que l’on rencontre PR dans les applications. Il est évi- 
dent que la solution de l'équation (4) se présente sous la forme 


v (E) = E"Z, (BE”), (5) 


où Z, (z) est une fonction cylindrique. 

. Définition des fonctions de Bessel de première espèce et des 
fonctions de Hankel. Pour construire une solution particulière de 
(3) posons d’abord que z > 0. L'équation (3) est une équation géné- 
ralisée du type hypergéométrique. On la ramène à une équation du 
type hypergéométrique en faisant le changement de variable y (z) — 
= @ (2) u (2). Pour rechercher la fonction (2), utilisons la méthode 
du $ 10. Dans notre cas 


G(z)=:, t(:)=|I, 


G (z) = 5712, 
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Les valeurs possibles de k sont # — 2iv et k — —2iv. Dans le 
premier cas t (z) — 1 + 2iz + 2v, dans le deuxième Tv (z) — 1 + 
+ 2iz & 2v. Pour obtenir la solution particulière de l'équation (3), 
il suffit de choisir une des formes possibles de + (2). Soit par exemple 
+ (z) = 2iz + 2v + 1. Cela entraîne 


Hi(z)= —i5—v, k=2ix, A=i(2v +1), 
pU)=ersz, qe is. 
La fonction y(z) vérifie l'équation du type hypergéométrique 
zy" + (2iz + 2v + 1) y" + i(2v +1) y = 0. 


Conformément à la formule (18) du $ 10, cherchons les solutions 
particulières de cette équation sous la forme 


CES | LE 
s\ /2,218 


y (2) ay? e | (z—s)7 "+12 à 
C 


où a, est une constante de normalisation et le contour C est choisi 
de telle façon que l'expression sV+1/2 (z — s)v-1/2e2t s'annule à ses 
extrémités. 

Soit Re v > 1/2. On peut choisir alors comme extrémités du 
contour les points s, = 0, s — z. En outre, le contour C peut s’éloi- 
gner à l'infini de sorte que Îm s > c. La fonction u (z) = u, (2) 
aura pour expression 


uy(5)=4a,2""e"i | [s(z2—s)]"-"2 ei ds. 
C 
Pour le contour C prenons les contours Co, C,, C. représentés sur 


la figure 4. On est donc amené aux trois solutions suivantes de l’équa- 
tion de Bessel : 


0) (5)= ays-ve-it | [s(2—5)]V-Vse2is ds, (6) 
Co 
u(1) (7) = az ve | [s(z—s)]"-!/2e2is ds, (7) 
Ci 
u(2) (2) = at25-ve-iz | [s(z—s)1"-42e2is ds. (8) 
C« 


Pour choisir la branche de la fonction ls (2 — s)]"-{/2 d'une façon 
univoque, posons | arg s (z — s) | Lx. Simplifions les ne 


(6) à (8) en posant dans (6) s = + (1 + t), dans (8) s =+ , dans 
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(7) s = z Le Il en résulte 


( 
a [ Te 
u(0) (:) = — A | (1 —t?) l/2 pitt dt — 
ü -1 


1 


= + "|a-ey- Veçcoszt dt, (9) 


22v 
1 
(1) iT . “00 
a -—(\+1/2) ee it | V-l/: 
Ge re TU jee (1) ds (40) 
—*… 0 
(2) 1x HS 
2 a ——(v+l/2) et : jt \V-L/: 
(= e 2 v=|° eut (1 2)" de. (11) 


Conformément à la condition ci-dessus | arg s (2 — s) | < x, nous 
prenons dans les formules (10) et (11) arg (1 + à) le plus petit en 


module. 


Si l'on prend des constantes de normalisation réelles et que af! — 


— — a, on verra de (10) et (11) que, pour des z réels, les fonctions 


Fig. 4 
u{(z) et u{’(z) seront conjuguées complexes. Il est commode d’in- 
troduire une fonction dE des valeurs réelles pour des : réels : 


(2) = + Lu (2) + ru (2)]. (12) 
Il est facile de montrer que celte fonction coïncidera avec uf (z) si 
l'on pose 
a = af — 2a,. (13) 
Pour la démonstration, il suffit d'appliquer le théorème de Cauchy 
au contour qui est composé des contours Co, C1 et C.. Fermant ce 
contour à l'infini, on a en vertu du théorème de Cauchy 
—] [s(z—s)1"- 7: et ds+ | [s(2—s)1"-Vzetis ds + 
C: Co 
+] [s(z—s)]"-":e2isds—0 (14) 
C2 
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(l’intégrale prise le long de la partie du contour éloignée à l'infini 
s’annule). Compte tenu de (13) et de (6) à (8), la relation (14) entraîne 
l'égalité 

L® (2)= + [UP (2) + a (I. 


La fonction uÿ” (z)}, convenablement normalisée, porte le nom 
de fonction de Bessel de première espèce et est désignée par J, (2), 
tandis que les fonctions u{ (z) et us” (z) sont appelées fonctions de 
Hankel de première et de seconde espèce et sont désignées par H (2) et 
H® (2). 
Nous avons donc pour z réel trois solutions de l'équation de Bessel: 
1 
sl | (1— 4°) %/2 cos st di ; (15) 
=1 


2 1 , ù — 1/2 à 
H (5) — me eiG-7v/2-x/1) | e—ttv-1lie (1 +) dt : (16) 
a 0 


Lo) 2 ; C VA 
nP = Tente [en (s 1) a 
A 0 : | 
avec 


1, (= 714$ ()+HŸ (a) (18) 


Lorsque Re, > 0, la fonction J, (z) sera bornée si z—+ 0. En appli- 
quant à l’équation de Bessel mise sous la forme 


(zu°) + (:—+) u=0 


le corollaire du théorème 4 du $ 1 pour m = v, k (z) — 5, u, (:) — 
= J, (2), ilest facile de se convaincre que la deuxième solution linéai- 
rement indépendante se comporte pour 3 0 comme z-"siv=0, 
ou bien comme In z si v — 0. 

La fonction de Bessel J, (z) est introduite pour Re v > 0 comme 
solution particulière de l'équation (3) bornée pour z—>0. Les fonc- 
tions de Hankel A+? (z) sont commodes pour les applications en 
raison de leur comportement asymptotique simple pour 5: — oc. 
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Dans ce paragraphe, on étudie le prolongement analytique des 
fonctions J, (z), H!{° (2), H (z) pour des valeurs arbitraires de z 
et de v ainsi que les propriétés élémentaires de ces fonctions. 

1. Développement en série de la fonction de Bessel. La manière 
la plus aisée d'obtenir le prolongement analytique de la fonction 
J, (:) consiste à développer celle-ci en série suivant les puissances de 
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z. À cet effet, développons en série cos zt dans la formule (15) du $ 18: 


oo { 
2" D (—1)À z2k | a — ip" #" dt 
—1 


a 
J,(s)= 2 (2k) ! 


(la légitimité de l’inversion de l’ordre de sommation et d’intégra- 
tion est facile à démontrer). On a 


1 Î 
| (A — 2)" "2 Ps dt=—2 | Ar)" #* dt — 
= 0 
1 

Vie Re 95 DV+ 0) D (ko) 
À (—t) 7 dt= — lULKETD 


0 
_ T&+t/) Va)! 
DRk IT (HA) 
Nous avons utilisé les formules (4), (5) et (9) du $ 2. Aussi, 
co (— 1)R (+ 
NC 72 + > 
J,@)=SVar(v+s) 2 RIT (V+K+1 


= 


joe 


Afin de simplifier au maximum la forme de la série pour J, (2), 
choisissons la constante de normalisation a, de la condition 


SVar(v+s)=1 (1) 


Il en résulte 


2 \v+2k 
= (= (3) 
NO= ETES @) 
k:=0 
Supposons maintenant que la variable complexe z appartient au 
plan comportant une coupure (— co, 0), c.-à-d. | arg z | << n. Cette 
restriction est nécessaire pour rendre la fonction 2" uniforme pour un 
+ non entier. Montrons que la série (2) converge uniformément par 
rapport à z et à v dans le domaine 0<ô<I/Iz2[<R,I1vI< NN, 
où À et NV sont des nombres élevés fixés quelconques. Pour la dé- 
monstration, il suffit d’utiliser le théorème 3 du $ 1 et l’estimation 
suivante de la relation de deux termes voisins de la série: 
ur (2) | z[° R° 1 
up_4 (2) AIN < 4k(k—N) <7 
pour k > max (R°, N + 1). Puisque les termes de la série sont des 
fonctions . analytiques des variables z et v dans le domaine 
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Ô< 12 ISR, |argz|<n,|v|< NW, la fonction J,(z) définie par 
la s série (2) sera une fonction analytique des variables z et v dans le 
domaine indiqué et, en vertu du corollaire du théorème 2 du $ 1, 
vérifiera l’équation de Bessel. 

2. Etude des propriétés analytiques de la représentation inté- 
grale de Poisson pour les fonctions cylindriques. Considérons le pro- 
longement analytique des relations (15) à (17) du $ 18. En y portant 
l'expression pour a, de (1), mettons ces relations sous la forme sui- 
vante : 


Î 
La= 2 (up) "#0c0oszt di, 
GT cnrs }( )7"# cos (3) 


f79 eiE-Aav/2-3/4) ( 


à —1/a —1/2 
APE Ve rone OP (HE) a 
: 0 


. O0 
—i(2-7v/2-3/4) 


o 2 Fr. it \V-1/2 
HP = 2 rer Je (E) à © 


[= 


Les représentations intégrales obtenues des fonctions cylindriques 
sont connues sous le nom de représentations intégrales de Poisson. 

Pour J, (2), lintégrale converge uniformément par rapport 
à zet à v quand —1/2 + 6 < <Rev<N, |z]<R(6, N, R sont 
des nombres positifs quelconques). Pour cette raison l'intégrale dans 
(3) sera une fonction analytique pour Re v >> — 1/2; la relation (3) 
reste donc vraie, conformément au principe de prolongement analy- 
tique, lorsque | argz|< x, Re v > —1/2. 

Les fonctions de Hankel AH!" (z) définies par les formules (4) et 
(5) ont été introduites pour des valeurs réelles de z > 0. A l’aide de 
ces formules et du principe de prolongement analytique, on arrive 
à donner aux fonctions de Hankel la définition pour des valeurs com- 
plexes de z, les seconds membres des formules restant des fonctions 
analytiques de la variable z. En cas de prolongement analytique, il 
sera toujours supposé que dans (4) et (5) 


Jarg (1 +) <<. (6) 


Considérons d’abord la représentation intégrale pour H{ (2). La 
l/ 
fonction (1 + 5) ‘ admet les points de branchement quand z 


est tel que 1 + — 0, c.-à-d. quand z — — it/2 (0 < 1 < oo). 
Aussi la ligne arg z — — x/2 est-elle la ligne singulière de l’inté- 


grale figurant dans (4). Si nous posons en outre, de la même façon 
que pour les fonctions de Bessel J, (2), que | argz|< x, il y a in- 
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térêt à étudier l’analyticité de la fonction H; (z) dans le domaine 
—++6<arg:<1(5> 0). (7) 


Montrons que dans le secteur considéré l'intégrale 


O0 


I = | et" "2 (1 +— _ } "a 
0 


converge uniformément par rapport à z et qu’elle est, par conséquent, 
une fonction analytique de cette variable (voir théorème 2 du $ 1). 


Fig. 9 


Pour la démonstration, il faut utiliser l’estimation de l’expres- 
sion | (1 + a)° je pour des valeurs complexes arbitraires de a et b. 
Soit OL <|1+al<Cs» larg (+a)|<Lr. Alors 


[4 +a)1=11+ af er int 


CRPrIIMÈT ji Reb<O: 
< Reb x|Imbl : (8) 
C> e si Reb>0. 
La fonction (1 + a)? admet une singularité quand a — —1. Pour 


s’en débarrasser, on suppose simplement que | arga[|< 7 — 6. 
On a alors, comme le montre la figure 5, l'estimation | 1 + a | > 
> sin ô. Pour | arg a | < x — 6, on peut donc poser 


1 = Sin Ô. (9) 


Pour obtenir C., il suffit de faire intervenir l'inégalité évidente 
|1{+al<1+]al|. En vertu de (7) 


it 
—+<arg<r—6, 


c.-à-d. qu’on peut poses C1 = sin > D'autre part, lorsque |: | > 
>r>0,ona | 1 +. 


——, C--à-d. qu'on peut poser 


te, (10) 
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Il découle donc de (8) et (6) que 

+L) 

Lui (1 +) si Re(v—+)>0, 
[:1>r>0; (11) 

| el TRY (sin 6)" """# si Re (v—=) < 0. 


L: 


C3 


On a ensuite 


El = | fe-ts-vs (1 +4)" "al< [e-trer-1s 
: 0 


(1+52)" | de. 


Les intégrales 


fermes (4) (Re > 
0 


to] nd 
ss” 


eT Rev ( — + <Rev< 5) 


sont évidemment convergentes, d’où la convergence uniforme de l'in- 
tégrale examinée. En outre, les estimations citées impliquent la con- 
vergence uniforme par rapport à v des intégrales dans le domaine 
0O<e< Rev +1/2) <C, où C et e sont des nombres positifs 
quelconques. 

Pour cette raison la fonction HŸ° (z) définie par la représentation 
intégrale (4) est analytique par rapport à z dans le domaine 
— 1/2 L'argz:<n,|z|>0, et par rapport à v, dans le demi- 
plan Re (v +— 1/2) > O (voir le théorème 2 du $ 1). 

On démontre de la même façon l'analyticité de la fonction de 
Hankel de seconde espèce H (z) définie par la formule (5) dans le 
domaine |[23[>0, —n<argz<x/2, Re (v — 1/2) > 0. 


Pour prolonger analytiquement la fonction H‘ (=) au secteur du plan 


de la variable complexe z, dont on a fait abstraction, on doit utiliser le théorème 
de Cauchy et passer dans (4) de l'intégration suivant les valeurs positives de 
t à celle le long du rayon arg t — —1n/2 + 6. Alors la fonction H{ (:) sera 


analytique pour | arg = | << x — ô. Il en est de même de la fonction H{? (=). 
Ainsi donc, les fonctions At}. ?) (z) sont des fonctions analytiques de z et de v 
pour | agz|«< x, Rev > —1/2. 


3. Représentations asymptotiques. Afin d’avoir le prolongement 


analytique des fonctions de Hankel H{") (z) aux valeurs quelcon- 
ques de v, considérons d’abord les représentations asymptotiques de 
ces fonctions pour une valeur fixée de v et pour |z| —> co. 
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Comme, pour toute valeur fixée de #, on a 
; it \V-1/2 
im(1+) ‘=1, 


il est naturel de supposer que 


[eut (1++ n) “a. ——> Fear (v+5) 
0 0 


Montrons que pour des |z| grands on a l'égalité 

c —t,v-1/e dt Va, | 1 1 

Li (ir) a=r(v+s)+o(i). «42 
Pour la démonstration, évaluons l'intégrale 


| ete" Ua [ (1 +2) 1 | dt. 


On a #" ; 
CRETE TS 
De l'inégalité (11) nous tirons l'estimation suivante: 
1 

; lo VV 7 Se 

(+ LE max | (148) 
+ (142) si Re(v—5) >0 
< à LOL |21>r>0; 


(sin 6) #2 si Re(v—*}) <0. 


Pour Rev>=—1/, les intégrales e-news (1 + = ss "eg 
0 


et Ce fjReVF//2 gs convergent, ce qui démontre que l'égalité (12) 


est “vraie. Portant (12) dans (4), nous obtenons la représentation 
asymptotique suivante de la fonction de Hankel H° (z) pour des 
|z| grands: 

HŸ (z) = + 7 Rit-2v/2-1/4) [4 +0 (<)] ; 
(15) 
—++6<argz<r, Rev>—+. 


10—01174 
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On obtient les termes suivants de la représentation asymptotique 
en tenant compte des termes d'un plus haut ordre de petitesse par 


; -1l/s 
rapport à 1/z lors du développement de (1 + ) # Suivant la 


formule binomiale. 

Nous venons de démontrer la validité du développement asymp- 
totique pour le cas — x/2 + Ô < arg z < n. On retrouve le même 
résultat pour — x + Ô < arg z S — x/2 + 6 en utilisant la remar- 
que concernant le prolongement analytique de la fonction de Han- 
kel H°{? (z) dans le secteur considéré. On constate finalement que la 
représentation asymptotique (13) a lieu pour — n + Ô < argz< x. 

En ce qui concerne la fonction de Hankel H£? (z), on cherche sa 
représentation asymptotique pour des |2z | grands de façon analogue: 


H® (2)— V/—2e-ie-nv2-m [1 + O (=)] , 


L (14) 
—N<Largz:<n—6, Rev>——. 

La représentation asymptotique de la fonction de Bessel J, (z) se 

déduit de (13) et de (14) en utilisant la relation (18) du $ 18: 


J,()=V = 2 [cos ( 2 + —)+ 
+0(2 ) sinz+0 (2) cos: |, Rev>——+. (15) 


On montrera dans la suite que les représentations asymptotiques 
(13) à (15) restent vraies quelle que soit la valeur de v. 

4. Relations entre différentes fonctions cylindriques. Le rem- 
placement de v par —v ne modifie pas l'équation de Bessel. C’est 
pourquoi elle admet comme solutions, outre J, (z), H£# (2), HS (2), 
aussi les fonctions J _, (z), H'}, (z) et H%, (2). ‘Comme l'équation de 
Bessel n’a que deux solutions linéairement indépendantes, les fonc- 
tions indiquées doivent être liées entre elles par les relations linéai- 
res. Comme on peut le voir du comportement asymptotique pour 
z — oo, les fonctions de Hankel H® (z) et Hf’ (z) sont linéaire- 
ment indépendantes quel que soit v. Donc, 


H®, (2)= AH (2) + BH (2), | 
HS, (2)= CH (2)+ D, HP (2) 


(A,, B,, C,, D, sont des constantes). 

Soit | Re v | << 1/2. Alors les fonctions de Hankel H:° (2) 
admettent les représentations asymptotiques (13) et (14). Egalant les 
représentations asymptotiques des premiers et des seconds membres 
des égalités (16), on obtient B, = C, = 0, À, — ei”, D, — 


(16) 
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— e”iav, c.-à-d. que 

H®,, (2) = ei" HP (2), | 7) 
H,(2)=e-iVHP (2). 


Les relations (17) permettent de prolonger analytiquement les fonc- 
tions H® (z) et H{ (z) aux valeurs de v satisfaisant à la condition 


Re v <—1/2. Les fonctions H°? (z) ainsi définies seront des fonc- 
tions analytiques de v et de z pour | arg z | << x et pour toute valeur 
de v, les représentations asymptotiques (13) à (15) restant vraies pour 
tout v en vertu de (17) et de la relation (18) du $ 18. 

11 est évident que pour tout v les fonctions H%° (z) et H°” (z) 
sont solutions de l’équation de Bessel. Cherchons la relation existant 
entre les fonctions HŸ (z), HŸ (z) et les fonctions J, (2), J_, (z). 
Puisque l'égalité (18) du $ 18 reste en vigueur selon le principe de 
prolongement analytique pour tout v, on a 


JG) =< (HS (G) + HP (2), 


| (18) 
I, ()= + 1H, (G)+ A2 (0). 
Utilisant les égalités (17), on aboutit aux relations suivantes: 
D (73 — ave VI () 
HP Q= ÉEETRO., . 


H!® (2) _ er TvT y (2) —J_, (z) | 


i Sin TV 
Les relations (19) deviennent indéterminées pour v = n (n est un 
entier). Comme les fonctions H{}°* (2) sont des fonctions analytiques 


de v, la relation 
Jon (2) = (—1)" Ja (2) (20) 


doit être vérifiée pour que la limite dans (19) soit finie quand v — n. 

On a montré donc que les fonctions J, (z) et J _, (z) sont linéai- 
rement dépendantes quand v — nr. Au contraire, lorsque v  n, 
ces fonctions seront linéairement indépendantes, car leur comporte- 
ment pour z—>0 est différent : 


2\V 2,7 
J,() = 62 OEE eee 


Ïl s'ensuit que la solution générale de l’équation de Bessel pour 
vÆ£n s'écrit comme suit: | 


u (2) = CiJ, (2) + Cid. (2). 


9. Développement des fonctions de Hankel en séries. A l’aide de 
(2) et de (19), on peut obtenir les développements en séries suivant 


10° 
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les puissances de z pour les fonctions H{*? (7). Ces développements 
s'obtiennent aisément pour v # nr. Nous étudions donc le cas v = n. 
Les valeurs v — + nr dans les seconds membres des relations (19) 
sont des points singuliers éliminables. Passant à la limite pour v nr 
et calculant les limites d’après la règle de L’Hospital, on a 


H% °° (2)= Ja (2) & lan (2) + (— 4)" an GI, (21) 
où 
a, (= 3e 


(le signe plus correspond à H% (z)). 

Puisque la série pour J, (z) est une série uniformément convergen- 
te formée de fonctions analytiques de la variable v, on peut, pour cal- 
culer a, (2), dériver terme à terme la série pour J, (z) d’après le théo- 
rème 3 du $ 4. Il vient alors 


pas A4 (7/92,VF2R 
= ES ren VE +v +1) 


où w(z) est la dérivée logarithmique de la fonction gamma. Comme 
on a 
Pr rer (1) nl, 


ce qui résulte des développements (2) du 8 2 et (8) du $ 3, il vient 
(—1)"an (= (— 1) JG) 


n—1 
— (A LD NE Ça) qu — 41) 1+ 
Rk=0 


D CL (a 2) 82R p (En + 1) 
+ D EE }= 


3 (n—k—1)1! Re 
mis HD (+) 


hk=0 
(—1)À (3/2)7+2k 
CUIR CEE p(x+1). 
Aussi 
= z \2h 
H 2 (9) = Ja (9 & + {2Jn (2) ER "rot (+) 0e 


; HER 14 (R+k+1)+ (+1) + (22) 
h=0 
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Pour nr — 0, on admet que la première des sommes s’annule. Les 
valeurs de # (x) pour des zx entiers se calculent par la formule (5) du 


Comme il découle des formules (19) et (22), les fonctions 
HS: 9 (2) ont pour z = 0 une singularité du type puissance de forme 
ziv si Re v 0, et du type logarithmique si v = 0 

6. Fonctions de Bessel de seconde espèce. On est souvent amené 
en pratique à chercher les solutions de l'équation de Bessel pour des 
v réels et des z positifs. Dans ces cas les fonctions de Hankel s’avè- 
rent parfois d’un emploi malaisé, _puisqu” "elles prennent des valeurs 
complexes. On a alors H°{* (z) — H°% (2) (la barre désignant la con- 
juguée complexe) et 


J, (z)= JL [HP (2) + HP (z)] = Re HŸ (2). 


I] est donc naturel de prendre Im H (z) pour seconde solution réelle 
linéairement indépendante de |” un. de Bessel, c.-à-d. la fonc- 
tion 


Y, G)= 142 (2) — HP (2)]. (23) 


La fonction Y, (z) est dite fonction de Bessel de seconde espèce *). 

La fonction Y, (z) définie par l’égalité (23) peut être considérée 
pour toute valeur complexe de v et de z. Elle sera la fonction analy- 
tique de v dans tout le plan complexe, y compris v = n, et la fonc- 
tion analytique de z pour z # 0. 

Citons les propriétés fondamentales de la fonction Y, (z) qui dé- 
coulent des propriétés correspondantes des fonctions de Hankel. 

a) Expression de Y, (z) au moyen de J, (z) et de J_, (2): 

Y, (2) = cos aVJ y (2) —J-v (2) (væ n). 


Sin TV 


b) Développement de Y, @ en série pour v=n (voir LE 


Ya ()=—<+ {27h (2) In 22S (a—k—1)! (2) 


k! 
— 
= > CEE 1e (n+ 841) +0 641) } 


c) Comportement asymptotique de Y,(z) pour z—+ 00 : 


Y,G@)=y/ Zf[sin ( (:—R—-+)+0o(— : +) sinz+0 (+ ] cos z |. 


*) On l'appelle quelquefois fonction de Weber ou fonction de Neumann 
et on la désigne N, (z). Signalons que les fonctions de Hankel sont Appaees 
aussi fonctions de Bessel de troisième espèce. 
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$ 20. Représentation intégrale 
de Sommerfeld et relations de récurrence pour 
les fonctions cylindriques 


1. Représentation intégrale de Sommerfeld pour les fonctions 
cylindriques. Lors de l'étude du comportement asymptotique des 
solutions de l’équation de Bessel pour les fonctions J, (z) et 4 {” ? (2) 
il s’est avéré commode d'utiliser les représentations intégrales de 
Poisson. 

Pour la fonction J, (2), il est aisé d'obtenir également la repré- 
sentation intégrale d’une autre forme, en se basant sur les considé- 
rations suivantes. Comme il a été montré au $ 18, la fonction 


LS 
1 
un()=7 À vr, qe-ire dp 


i FH 


pour z = VÀr est une fonction cylindrique d'ordre n si la fonction 
v satisfait à l'équation Av + Av — 0. Il est évident que la fonction 
u, (z) doit coïncider à un facteur constant près avec la fonction de 
Bessel J, (z) dans le cas où v (r, ) est bornée pour r +0. La solution 
bornée la plus simple de l'équation Av + Av = 0 pour À = Æ > 0 est 
une onde plane v — ei“, où k est le vecteur onde. Orientant l'axe 
des y dans la direction du vecteur onde X, on a 


v (r, @) — getkrsiny. 


On aboutit alors à la représentation intégrale suivante de la fonction 
J, (2): 
ei sin qg-inq dy. (1) 


x 


Jh (2) = 


1 Cu” 


Ici a, est une constante. 

Il est possible d'obtenir les représentations intégrales analogues 
pour n'importe quelle fonction cylindrique d'ordre v quelconque. 
Pour cela, il est naturel de chercher la solution de l'équation de Bes- 
sel pour v quelconque sous la forme d'une intégrale de contour 


U, (z) — \ ez sin -{v dy. : (2) 


Montrons que la fonction u, (z) vérifie bien l'équation de Bessel 
à condition que la substitution 


eiz sin q-ivy [Ps 


s'annule (®, et w. sont les extrémités du contour). Pour la démons- 
tration, cherchons d’abord à établir la relation entre les fonctions 
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u, (z) et u, (z). On a 
uy (2) — | eizsine-ivpi sin o dy. 
C 
D'autre part, apres avoir intégré la relation 


d_ ; sin @=-ivp — ;,iz sinq—-iv {= _— 
äy et Pie" (z COS v) 
le long du contour C, on obtient 
—u, (z) — | ezsin®-ivp cos p dy. 
C 


Après addition et soustraction terme à terme des expressions pour 
, V : - | 
u,, (z) et + Uv (z), il vient 


Lun (= (ertne-imesiogg=wr (9. (3) 
C 
On en tire sans peine l'équation différentielle pour uw, (z). Confor- 
mément à (3), on a 
— y (2) + uv (3) = us (2), 


v—1 
z 


vs (2) — ue 1 (5) = (2). 


Eliminant u,_, (z), on s'assure aisément que la fonction uw, (z) vérifie 
l'équation de Bessel. 

2. Représentations intégrales de Sommerfeld pour les fonctions 
de Hankel et les fonctions de Bessel de première espèce. Pour le 
contour C, on peut prendre par exemple un contour dont les extré- 
mités sont à l'infini, de sorte que 


Re (izsin @—ivp)=Re | +1] ei (eis — e—i8) — iv | ——>—0c. (4) 


Ici 0 — arg z. 
Considérons le contour C représenté sur la figure 6 (@ == q, + 
+ à @2). Cherchons les contraintes qu'on doit imposer à a et à f pour 
que les conditions aux extrémités du contour soient remplies. 
Soient P1 — &, Pa—> + 00. Dans ce cas, on peut négliger dans (4) 
les quantités œ et e“° en comparaison dele”®. La condition imposée 
au contour prend la forme 
Re ei (0-0) > + co. 
pa +00 | 
Elle est remplie si cos (8 — a) > 0. On peut admettre que 


I I = 
0—<a<0+.. (3) 
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Soient maintenant ®@1 = f, @: —> — oo. 

On obtient d’une façon analogue qu'il suffit d’exiger que l’iné- 
galité cos (8 + B) < 0 soit vérifiée. Cette inégalité sera vérifiée si 
l’on pose B — — a + x. Les contours correspondants seront dé- 
signés par C+ et C.. 

On montre sans difficulté, à l’aide du théorème de Cauchy, que 
pour tout a vérifiant l’inégalité (5) la fonction u, (z) reste inchangée. 

Puisque la fonction u, (z) vérifie l'équation de Bessel, on peut la 
mettre sous la forme 


u, (2) = C,H$) (2) + D, HŸ” (2). (6) 


Cherchons les coefficients C, et D, en nous basant sur le comporte- 
e e 9 e. 
ment asymptotique connu des fonctions H{°* (2). Examinons 


Fig. 6 


d’abord le cas où l’on choisit C} en qualité de contour C. Soient 
| z | — oo et arg z — x/2. On peut alors choisir a = f = x/2, c.-à-d. 
qu'on peut, dans l'expression pour u, (z), poser m — al? — ip, 
OÙ — 00 <Z 4 <Z ©, ce qui donne 


ya e V6 
u,(z)=ie ? | e-klhvevwdp—2ie ©? Î e-kieù v ch vp dy. 
on 0 
Si [z [—- 00, la fonction e-l:iCchŸ passera par un maximum aigu pour 


= 0 et décroîtra avec l’accroissement de beaucoup plus vite que 
ch vy croîtra. C’est pourquoi 


;TV 
T 


e-ta ch Ÿ dy. 


Par changement | z | ch = | z | + t, on ramène l'expression obte- 
av 


nue à la fonction — ne 2? H® (z) (voir la formule (4) du & 19). 
Comparant les termes principaux de la représentation asymptotique 
du premier et du second membre de (6), on trouve D, = 0, C, = 
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= — 7. De cette façon, 


1 
H$(2)= — + | eiramo-ivo gg. (7) 
C+ 
D'une façon analogue on obtient pour le contour C- 
1 
HP (= + | erano-tve gg. (8) 
C- 


D'où 
J, (= _ LH (2) + H (2)] = = | eiz ein o-ive dy, (9) 
Ci 
où le contour C, est représenté sur la figure 7. Lorsque v = n, en ver- 
tu de la périodicité de la fonction à intégrer, l'intégration le long du 


-x-x - aix 


Cr 
Fig. 7 


contour C, se ramène à l'intégration sur l'intervalle (— a — x, 
— a + x), ce qui coïncide avec (1) pour a = 0, a, = 1. On a ainsi 


ñ 
TJ: = | eiz einq—ing do, 


c.-à-d. la fonction J, (2) est le coefficient du développement de la 
fonction eï‘#i2® en série de Fourier suivant les fonctions en ®. Aussi 
lo 
eirsinçmæ ©, J,(z)ein®. (10} 
fs — 00 
A l’aide du principe de prolongement analytique, on montre que la 
relation (10) reste vraie pour toute valeur complexe de . 
Les représentations intégrales (7) à (9) sont appelées représenta- 
tions de Sommerfeld. 
3. Relations de récurrence. Nous venons de démontrer par ail- 
leurs que les fonctions H‘ 2) (z), J, (2) et Y, (2) satisfont aux relations 
de récurrence de la forme (3) qu’on peut récrire de la façon suivante: 


4 d 
"2 dz 


[zVu, (2)] = 2% lus (2), 


— À Lu, (21 = 2-04 uv (2). 
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D'où 
(11) 


En pratique, il est commode de se servir des corollaires évidents 
suivants des formules de récurrence (3): 


y (2) + ur (2) = Tu, (2), | 
Uys (2) — Uyss (2) = 2u, (2). 


Le plus fréquent est le cas v = nr. La première des relations (12) 
permet alors d'exprimer la fonction d'ordre quelconque #7 au moyen 
des fonctions d'ordre zéro et unité, ce qui facilite considérablement 
les calculs liés à la composition des tables des fonctions cylindriques. 
À l'aide de la seconde relation, on arrive à exprimer les dérivées 
des fonctions cylindriques au moyen des fonctions elles-mêmes. 


(12) 


$ 21. Fonctions de Bessel d’ordre demi-entier 


Parmi les fonctions cylindriques, on distingue une classe spé- 
ciale des fonctions dont l'indice est égal à la moitié d’un nombre im- 
pair*). Cette classe est remarquable par le fait que les fonctions 
cylindriques de ce type peuvent être exprimées au moyen de fonc- 
tions élémentaires. Pour le démontrer, cherchons d’abord à expri- 


mer les fonctions H%,2° (z) au moyen des formules (4) et (5) du $ 19: 


H{° (2) = 2e di 


d’où 
J,, (2) = À sin, Yi, (5) = À cosz. 
TZ T2 
Ensuite, conformément aux relations fonctionnelles (17) du $ 19, on a 
i ELA — 
HU, G)=e TH (=) Lei, 


H®, )=e À H® (2 ) = V = Lei. 


#*) On rencontre de pareilles fonctions, ou exemple, en cherchant à résoudre 
l'équation de Helmholtz par la méthode de séparation des variables en coor- 
données sphériques. 
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J@=Y Zcos:, Y-,(9=Y Zsinz. 
Posons dans les formules (11) du $ 20 v— —17/2. Il vient 


9 DE d : 
Hh, (= Er (—-<E)" er, (1) 
2 1 d 
Jn-19: (2) = LÉ ( ——:) cos z, (2) 


Yn-12G)= 7) 2 (—{++)"sin 5. (3) 


Le cas de l'indice demi-entier est l'unique cas où les fonction- 
cylindriques puissent être exprimées au moyen de fonctions élémens 
taires ; C’est Liouville qui réussit à en donner la démonstration. 


$ 22. Fonctions de Bessel à argument imaginaire 


1. Définition des fonctions Z,(<) et &, (=). Nous avons considéré 
l'équation de Bessel 


zu" + zu + (2% — v)u —=0 


pour des valeurs complexes de z. C’est le cas des z positifs qui revêt 
le plus d'importance pour des applications pratiques. Or, il y a quel- 
quefois intérêt à chercher la solution de l'équation 


zu" + zu — (# + vu =0 |] (1) 


pour z > 0, qu'on déduit de l’équation de Bessel en remplaçant z 
par iz. C’est pour cette raison que les classes spéciales des solutions 
de l'équation (1) sont appelées fonctions de Bessel à argument imaginai- 
re ou fonctions de Bessel modifiées. 

L'équation (1) admet évidemment comme solutions linéai- 
rement indépendantes les fonctions J', (iz) et HŸ° (iz). La première 
de ces solutions est bornée pour z +0 si v > 0, et la seconde, pour 
z— oo. Il découle des représentations intégrales de Poisson (3) 
et (4) du $ 19 que les fonctions 

1 
Le TJ, (ie) = = 22 ( chzs(1—s?)"-"ds, (2) 
Var(v+ta) J 
C v—1l/e 


ue done 
FHPEV Le 575 — 6 


K,()=+e" 
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seront solutions réelles linéairement indépendantes de l'équation 
(1) pour les valeurs réelles de v > —1/2 et de z > 0. La fonction 
K, (z) est appelée fonction de Macdonald. 

2. Propriétés fondamentales des fonctions J,(:) et K,(:). 
Mettons en évidence les propriétés fondamentales des fonctions J, (2) 
i découlant de leurs rapports avec les fonctions J, (iz) et 
H® (iz). 

à Développements en séries (voir formules (2), (19) et (22) du 

19) : 


_ _ (z/2)+ 2R 
LOS 2 RTE (2) 
— I, 
KG) (Ær), 


n—1 
n+ —1)h —k— | 2kR-n 
Ka GR ET D RG) + 
Rk=0 


= (5) 


HD or LUE 1) (RE 1)) 
k=0 


(quand r = 0, on admet que la première somme s'annule). 

On voit du développement de J, (z) que, pour z > 0 et v > 0, 
la fonction 7, (z) est positive et croît monotonement avec l’accrois- 
sement de z. 

2) Relation entre les fonctions K, (z) et K_. (z), I, (z) et ZI, (2) 
(voir les formules (17) et (20) du $ 19): 


1 @) = I, @, 
4 K_, ) = K, Q. 6) 


Utilisant les formules (4), (3) pour Re v > —1/2 et (5), on arrive 
à définir les fonctions 7, (z) et K,(z) pour toute valeur complexe de v 
et pour toute valeur complexe de z, étant donné que | argz|< x. 
Elles seront alors des fonctions entières de v; d'autre part, confor- 
mément au principe du prolongement analytique, les fonctions 
I, (z)et X, (2) satisferont à (1). De plus, la relation (2) reste vraie 
pour Rev >> — 1/2. 

3) Comportement asymptotique pour z—+<+ oo (voir les formules 
(13) et (15) du $ 19): 


LO= 7 [1+0(—)],; 


KG=V &e[1+0(2)]. 
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4) Relations de récurrence (voir la formule (12) du $ 20): 
Is (2) — 104) = À 1, (2), 
Ts (2) + Tous (2) = 21 (2), 
Ky=1 (2) — Æy+1 (2) = — z X , (2), 


Ky-a (2) + Ko (2) = —2K5 (2), 
en particulier, 


I,(z) = (2), K, (2) = — Xi (2). 


5) Expression des fonctions I, (z) et K, (z) d'ordre demi-entier au 
moyen de fonctions élémentaires (voir les formules (1) et (2) du $ 21): 


Ian@=y 2 (12) cz (n=0, 1, ...) 


Ta 1 d 
Kn-1,(2)=V Lr(—s) (n=0, 1, ...). 
6) Représentation intégrale de Sommerfeld de K,(z) pour z2>>0: 


K()=+ | es avi gp Î'e-senv ch y dy. (6) 
0 0 


Pour déduire la formule (6), nous avons posé dans la formule (7) du 
$ 20 a = x/2, @ = x/2 + àb, où — oo LP < co. On voit de la 
représentation (6) que pour z > 0 et pour v réels la fonction de Mac- 
donald X, (z) est positive et décroît monotonement avec l’accroisse- 
ment de z. 

Effectuant dans (6), pour z>0, le changement de variable 


Te Y — t{, on obtient une modification de la représentation inté- 


grale de Sommerfeld de K, (z) fort intéressante du point de vue d’ap- 
plications: 
00 22 
Ky()=+ (+) | eT hiy-v-t dt. (7) 
0 


Selon le principe du prolongement analytique, la formule (7) reste 
vraie pour Re z° >> 0. 

Remarque. ÎÏl découle des propriétés des fonctions Z, (z) 
et X, (z) que l’intégrale générale de (1) pour v > 0, z > 0 prend la 
forme 

u (2) = AI, (2) + BK, (2), 


et ceci avec B = 0 si la fonction uw (z) est bornée pour z = 0; si 
la fonction u (z) doit être bornée pour z —> + co, on a À = 0. 
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$ 23. Problèmes aux limites pour l’équation 
de Bessel. Développement des fonctions 
quelconques en séries et intégrales 
suivant les fonctions de Bessel 


1. Problèmes aux limites typiques aboutissant aux fonctions 
cylindriques. Les fonctions cylindriques sont largement employées 
lors de la résolution des équations de la forme 


ou Ou 
a 3e +0 +cu= Au 


par la méthode de séparation des variables. Envisageons à titre 
d'exemple la solution de l'équation de la chaleur 


4 Ou 
Æ x — Au 


dans un cylindre illimité r << ro avec les conditions aux limites 
ô 
(au+B+)|_ —=0 (1) 


et des conditions initiales quelconques indépendantes des distances 
mesurées le long de l’axe du cylindre (x et B sont des constantes 
arbitraires). 

Introduisant les coordonnées cylindriques, il est naturel de sup- 
poser que u = u (r, @, t). Nous allons chercher la solution particu- 
lière du problème par la méthode de séparation des variables, en 
posant 


T=Tr9 


u = T(t)R (r) ® (o). 
Portant cette expression dans l’équation 


ii +5 
a? Ôt r or ôr r2 do? ? 
on obtient | 

y | 1: | VAN) | D” 

AT ORVR) + SE À. 


Ici À est une constante, étant donné que le premier membre de l'éga- 
lité est indépendant de r et w, et le second, de t. L'équation par rap- 
port à 7 (t) donne 

T (t)—e-hoît, 


On a ensuite 
— (rR') + ar = — —u  (u—const). 
Résolvant l'équation par rapport à @(œ}), on obtient 
D(g)=AcosVup+Bsin Vu. 
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Puisque la fonction u (r, œ, t) doit être uniforme en raison des con- 
sidérations physiques, la fonction ® (œ) doit satisfaire à la condition 


de périodicité 
D (p + 2n) = © (y), 


d’où u — n°, où nr — 0, 1, ... C’est pourquoi la fonction R (r) 
doit satisfaire à l'équation 


RER +1) #00 e 


qui représente un cas particulier de l’équation de Lommel (4) du 
$ 18. Puisque, toujours en raison des considérations physiques, la 
fonction u (r, , t) doit être bornée pour r < r, et, en particulier, 
pour r +0, on a 
R(r)=J, (Var) 

à un facteur près. Conformément à (1), la fonction R (r) doit satisfai- 
re à la condition aux limites 

[œR (r) +BR”(r)] |r=r0 = 0; 
d'où l’on tire l’équation définissant les valeurs possibles de la cons- 
tante À: 

aJh (2) + yzJh (z) = 0. (3) 
Ici 


z=V Ar, =. 


Puisque le premier membre de l'équation (3) est une fonction 
analytique de z, elle admet un ensemble dénombrable de racines 


Znm= V Anm lo (m= 0, 1, e)s 


toutes les racines étant isolées. 

Comme il est montré dans les cours de physique mathématique, 
la solution générale du problème posé peut être représentée sous la 
forme de superposition des solutions particulières obtenues *}), de 
sorte que 


u(r, @, t)— à 2, e-Anmaît (A, cos nœ + 


+ Bam Sin RP) Jn (V'Anm ro). 


Les constantes 4,, et B\n sont définies des conditions initiales en 
faisant jouer les propriétés d’orthogonalité des fonctions propres, 
propriétés qui seront déduites plus tard. 


*) Voir par exemple [11]. 
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2. Propriétés fondamentales des fonctions propres et des valeurs 
propres du problème de Sturm-Liouville. Etudions de façon plus 
détaillée les propriétés des fonctions propres 


R(r)= Ja (Vnmr) 


de l’équation (2). Beaucoup d’entre elles portent un caractère géné- 
ral et coïncident avec des propriétés analogues des fonctions propres 
satisfaisant, pour a << x << b, à l'équation 


Ly + Apy = 0 (4) 
et aux conditions aux limites 
Coy + Boy” |[x=a = 0, | 


ay + By" |x=v = 0. (6) 


Ici 
Ly= [4 (2) SE ]— (cv. 


Supposons que k (x), q (x), p (x) sont des fonctions continues réel- 
les, avec k (x) > 0 et p (x) >> 0 pour a < x < b, et que ay, Bors &+ BP 
sont des constantes réelles. Le problème lié à la recherche de toutes 
les valeurs propres de À et des fonctions propres y (x) porte le nom de 
problème de Sturm-Liouville. 

Puisque l'équation et les conditions aux limites pour les fonc- 
tions propres sont homogènes, les fonctions propres se définissent à un 
facteur près. [1 est commode de choisir la constante de normalisation 
de telle façon que la fonction y (x) et sa dérivée à l’une des extré- 
mités (disons pour x = a) prennent des valeurs données satisfaisant 
à une des conditions aux limites (5). On peut poser en particulier 


y (a) = Por Y° (&) = — Go. (6) 


Du fait que l'équation (4) représente une équation différentielle 
du deuxième ordre, les données initiales (6) définissent la fonction 
y (x) de façon univoque, quelle que soit la valeur donnée de À. Dési- 
gnons-la par y; (x). Il est évident que y; (x) = 0, car «, et Bo ne 
peuvent s’annuler simultanément. En portant y, (x) dans la condi- 
tion aux limites pour z — b, on obtient l'équation permettant de 
déterminer les valeurs propres de À. 

Plus tard, nous aurons besoin d’une relation importante pour 
des fonctions f (x) et g (x) quelconques: 


| ALe— sf dr=k(2) W(f, DE. (7) 


X1 


est le wronskien. 


IciW (7, a=|, . 
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Posant dans (7) f(x) = y, (x), g (x) = y, (x), x = a, ze = b, 
on a pour u = À 
b 
À Gays —vuLun) de =K (2) W (ur, vu) les, 


a 


c.-à-d. 
b 
(Au) À y () vu (9) P (2) dz = K (x) W (un vbs. (8) 


Considérons quelques propriétés des fonctions 
propres et des valeurs propres. 

4) Les fonctions propres y, (x) et y, (x) correspondant à des valeurs 
propres différentes À; et À. sont orthogonales par rapport au poids p (x), 
c.-à-d. 

b 


À 24 () ve (2) P (a) de = 0. 


Pour le démontrer, il suffit de poser dans (8) À = À, u = À» 


et d’appliquer la relation W (y, ye) |lx= — 0 qui découle de la 
condition aux limites pour zx = b. 


On tire également de (8) une formule fort FOnnoUe pour les appli- 


cations et définissant l'intégrale de normalisation yi (x) p (x)az. 


On a 


b 
| Ya (x) Yu (x) p(dr= kr) W (ur, Yu) lx=b. 


a 


Faisant tendre dans cette égalité u vers À et utilisant la règle de L'Hos- 
pital pour lever l’indétermination, on obtient 


b 
ONCE UC LA C2 }L (9) 


2) Les valeurs propres du problème de Sturm-Liouville sont réelles. 
Soit en effet y, (x) une fonction propre. Passant aux conjuguées 
complexes dans l'équation (4) et dans les conditions aux limites (5), 
on s'assure aisément que la fonction y? (x) est la fonction propre du 
problème de Sturm-Liouville, correspondant à la valeur propre À. 
Admettant que À À *, on aura en vertu de la propriété 1) notée 
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ci-dessus : 
b 
J |y2. (&) FP (x) dx = 0, 


ce qui est impossible, vu que ya (x) 5% 0, p (x) > 0. 

3) L'équation (ay; + Byi) l:x=» — 0 pour les valeurs propres de À 
n’'admet pas de racines multiples. 

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on aurait les égalités 


(ayx + By) lx=b = 0, 
(a mp) 0 


Puisque a et B ne sont pas simultanément nuls, il en découle la re- 
lation 
dyx 
us (Se EL ») |. 
Cela contredit (9), car k (b) > 0. 
4) Soit q—=q (x, v) une fonction de paramètre v. Si > 0 


pour tout x, les valeurs propres croissent avec D emetalon de +. 
Pour le démontrer, on obtient préalablement de l'équation et 

des conditions aux limites pour la fonction propre y; (x) l'équation 

différentielle et les conditions aux limites pour la fonction ; (x) — 


= a . On a 


x—b 


= (0. 


0q Ce v) 


Li = — pq + | (a?  P) Ya 
pa (a) = px (a) = 0, 
[ap (x) + Bpi (2)]|x=2 = 0. 


Puisque des conditions aux limites pour y, (x) et œ;(x) il découle 
que W (@;,, ya) = 0 quand x = a et x = b, l'égalité (7) pour f — 
= 3, £& = Y, entraîne la relation 


b 
| (t-Re)tea-0 
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5) Montrons de quelle façon on peut minorer les valeurs propres 
dans un cas important du point de vue des applications où &ofo < 
0, ap > 0. Pour obtenir cette estimation nous multiplions l’équa- 
tion (4) de la fonction propre par y (x) et nous prenons l’intégrale de 
z—aàz — b. Il vient 


b b 
L d {, dy 
À = — a =: a : 
b d 
| wo ar | wpaz 
a a 


D'autre part, 


b b 
d : dy 7, b dy \° 
fur (e)de= af fe) ar. 

Pour évaluer la substitution, appliquons les conditions aux limites 
(5) en multipliant la première condition par (aoy” + Boy) [x=a et 
la seconde par (ay” + By) |. Il en résulte 

YY' lx=a = — Ts (y°+ y?) la > 0, 

YY" |x=b = — re (y + y?) |x=2 0. 


Aussi 


d'où il résulte que 


Puisque p (x) > 0, on a en vertu du théorème de la moyenne 


[aa (+ yp dr, zx*€C(a, b). 


ne 


De cette façon, 


._._ 4(x) 
 . PE) 9 


11° 
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Dans le cas où les fonctions propres y (x) const, on est en présence 
de l'inégalité stricte, car 


b 
.{ dy \? 
je(+) dx > 0. 
6) En résolvant des problèmes aux limites de physique mathé- 


matique, on a largement recours aux développements des fonctions sui- 
vant les fonctions propres du problème de Sturm-Liouville : 


1(@)= À anÿn (2). 


Ici y, (x) est la fonction propre correspondant à la valeur propre À — 
= À,. On trouve les coefficients a, à partir des propriétés d'orthogo- 
nalité des fonctions propres: 


b 
Ÿ f (x) un (x) p (x) dx 
D — 


bd 
Ÿ y? (x) p (x) dz 


3. Propriétés fondamentales des fonctions propres et des valeurs 
propres du problème aux limites pour l’équation de Bessel. Dans les 
problèmes présentant un intérêt physique, on a souvent besoin de 
déterminer les fonctions propres et les valeurs propres de l'équation 
(4) pour le cas où les coefficients de l'équation admettent une singu- 
larité lorsque x —+ a (4 (x) —+ 0 ou q (x) —+ , etc.). Dans ce cas tou- 
tes les propriétés énoncées ci-dessus des fonctions propres et des va- 
leurs propres du problème de Sturm-Liouville restent également en 
vigueur, le comportement des coefficients de (4) pour ra étant 
soumis à des conditions suffisamment générales. 

Après avoir effectué l’analyse du problème de Sturm-Liouville, 
nous pouvons maintenant formuler les propriétés fondamentales des 
fonctions propres et des valeurs propres pour l’équation 

a(sæ)+(n-2)1=0 (620 1) 
avec la condition aux limites [ay (x) + By’ (xz)] |, — 0 et la con- 
dition physiquement évidente d'être bornée pour z->0. Pour des 
valeurs données de À et de v > 0, il n’y a qu’une seule des deux so- 
lutions linéairement indépendantes de l'équation (11) quisera bornée 
dans le voisinage du point x = 0 (voir corollaire du théorème 4 du 
8 1). 

L'équation (11) coïncide avec l'équation (2) quand v = n,zx =r, 
L = r, et représente un cas particulier de l'équation (4) quand k (x) — 
= x, q{(x) = v*/x, px) = zx, a = 0, b = I. 
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Dans le problème de Sturm-Liouville pour les équations qui n’ont 
pas de singularités, on détermine les fonctions propres à partir des 
conditions aux limites homogènes de la forme (5) tant pour z = a 
que pour z = b. Cela étant, les propriétés d’orthogonalité des fonc- 
tions propres et de caractère réel des valeurs propres sont basées sur 
le fait que l’opérateur L est autoconjugué: 


b 
| (fLe— eLf) dr =0. 
Conformément à (1), on a 


(fLe—gLf) dr = k (x) (fe —ef')le. 


BC, © 


Si les fonctions f et g satisfont aux conditions aux limites homogènes 
tant pour x — a que pour x = b, l'opérateur ZL sera autoconjugué 
grâce au fait que 


(fe 7 gf') [x=a, db — 0. 


Admettons maintenant que le point x — a est un point singulier de 
l'équation. Alors les propriétés des fonctions propres et des valeurs 
propres du problème de Sturm-Liouville pour les équations sans sin- 
gularité sont évidemment conservées aussi pour les équations admet- 
tant une singularité si le caractère borné de la fonction pour x = a 
entraîne la condition 


k (x) Gg” — gf°) =a = 0. 


Comme on l’a déjà indiqué, l’équation (11) admet une solution bor- 
née pour zx = 0 
y(r)=J,(sz) (s= VA). 


Montrons que pour les fonctions f(x) — J, (sx) et g(x) — 
— J, (sx) avec ss, la condition aux limites au point zéro sera 
automatiquement remplie si v >> — 1. En effet, appliquant le dé- 
veloppement (2) du $ 19,ona 


z [J, (S1T) _ Ty (S2T)— J, (527) _ J, (s12) | _ 
= v v—i 
= Z (sr + [(S17) VS2 (S22) 

— (sex) vs (sx) "1 + O (z2v+1) } = 0 (x2v+2). 


Si v > —1, alors O (r°?v+°) + 0 pour x —+ 0. 
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Nous en venons aux assertions suivantes. 
1) Le problème considéré a pour fonctions propres les fonctions 


Yym (T) = Jy(V'Avm z)  (m=0, 1, ...), 
et les valeurs propres sont déduites de l'équation 
AJ, (2) + yzJs (2) = 0, (12) 


ou EL, _ EL B 
z=VAi, nr 


Si TL +y<o, l'équation (12) admettra une racine correspondant à la 


valeur propre À <0. Pour une telle valeur de À, il convient de remplacer 


. JV 
dans tous les calculs suivants VX et J,(V À x) par iV/ —1 et 2e I,(V Az) 
respectivement. 


2) Les fonctions propres J, (V À,mt) sont orthogonales par rapport 
au poids x sur l'intervalle (0, 1), c.-à-d. 


Î 7, (Vmz)J(Vhnr)zdr=0, mn. 


Le carré de norme des fonctions propres est calculé suivant la 
formule (9). On a 


2V*% 
(on prend la dérivée par rapport à l'argument de la fonction de Bes- 
sel). Le wronskien est calculé sans peine en exprimant la dérivée 


seconde en fonction de la dérivée première et la fonction elle-même 
au moyen de l’équation de Bessel. Il vient en définitive 


Na=+ {y (@r+(1-5+)30) 


Nh= | 2J5(Vhnz)dr= © W (2: (V Ta), J,(V Az) E=t 


: (13) 
rent 

3) L'équation (12) admet un ensemble infini dénombrable de ra- 
cines isolées, dont chacune est réelle et simple. 

L'infinité des zéros est déduite sans peine du comportement asymp- 
totique des fonctions de Bessel. Si af > 0, alors À,, > 0. Puisque 
Zi > 0, les racines de (12) croissent avec v. 

4. Développements de Dini et de Fourier-Bessel. Intégrale de 
Fourier-Bessel. Le développement 


f(x) = à aynd y (V'Avnz), (14) 
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« 


ou 


1 


N° 
Nôn 


Ayn — = 7 


| zf(x)J, (Vu z) dx. (45) 


porte le nom de développement de Dini de la fonction f (x). Ici À., est 
racine de |” équation (12), et le carré de norme se calcule par la for- 
mule (13). Si l'équation (12) est de la forme J, (z) — 0, ce qui corres- 
pond au cas où y = 0, le développement (14) est appelé développe- 
ment de Fourier-Bessel. 

Le théorème suivant a lieu. 


Théorème 1. Soit Vz f (x) une fonction absolument inté- 
grable sur le segment (0, I] et soit v > —1/2. Alors, pour 0 < x < I, 
le développement (14) a lieu simultanément avec le développement cor- 
respondant en série de Fourier ordinaire. 


La théorie des développements de Fourier-Bessel et de Dini est 
exposée dans la monographie [2]. 

Dans les problèmes de physique mathématique, on a souvent 
recours à la forme limite des développements de Fourier-Bessel ti- 
rée de (14) pour ! —+ . Nous obtiendrons ce développement à l’aide 
de raisonnements qui ne sont pas très rigoureux. 

En vertu de (13) à (19) 


zf (x) Ju (Knz) dx 


f(x) = 75 J,(knt), (16) 
3: DTA (Knl)}® 


CE trs 


où les valeurs de k, sont déterminées à partir de l’équation 
J, (al) = 0. (17) 


Lorsque ! —+ co, les premiers termes de la série (16) sont négligeables 
du fait que le dénominateur comprend le facteur !*. C'est pourquoi 
on peut se servir des valeurs asymptotiques de À, avec des 7 assez 
grands. À l’aide de (17), on obtient 


d’où 
k,l = nn + const. 


Calculons J4 (k, L) par la formule de récurrence. Il vient 


[JS (nl) = (ou (RP À ——— sin? (rat — +) 2 


2 pa 
7 (Ænl) 4] sk 
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Puisque Ak, — k,+, — k, = x/l, on peut récrire le développe- 
ment (16) sous la forme 
© l 


far D kl,(knz) Ak, | zf (2) Jo (Kat) dz. 
Rn=0 0 
Puisque Ak, +0 quand / —> ©, on peut remplacer la sommation 
suivant les valeurs de k, par l'intégration ; cela nous donne 


f(a)= Ÿ &F () J, (Ex) de, (18) 
F (k) = | zf (x) J, (kz) dx. (19) 
0 


Le développement (18) est dit intégrale de Fourier-Bessel. 

Les conditions selon lesquelles une fonction arbitraire f(x) peut 
être développée en intégrale de Fourier-Bessel sont exposées dans 
[2]. On a le théorème suivant. 


Théorème 2. Soit Vrf(x) une fonction absolument inté- 
grable sur l'intervalle (0, œ) et soit v > — 1/,. Alors, pour x > 0, 
le développement (18) à (19) a lieu simultanément avec le développement 
correspondant en intégrale de Fourier. 


Il est à noter que pour v — + !/, les développements (14) et (18) 


se réduisent aux de de la fonction V x f (x) suivant les 
cosinus (v — — Ve) ou suivant les sinus (v — 1/.). 


$ 24*. Théorèmes d’addition 


Soient r, p, R les côtés d’un triangle quelconque et 6 l’angle for- 
mé par les cotés r et p. 

En théorie des fonctions cylindriques, on appelle théorèmes d'ad- 
dition les formules de la forme 


Z,(R)=f(r, p, 8) > - Pa (r) Pa (p) xn (8). (1) 


qui donnent le développement Fr la fonction cylindrique Z, (A) 
d'ordre v en une série dont les termes représentent les produits d'une 
fonction de forme assez simple f(r, p, 0), indépendante de l'indice 
de sommation », par des facteurs dont chacun ne dépend que d’une 
seule des variables r, p, 8. Les formules de ce type jouent un rôle 
important en physique mathématique et dans diverses applications 
des fonctions cylindriques *). 


#) Voir ar exemple A. Galanine « Théorie des réacteurs nucléaires 
à neutrons t niques », Moscou, Atomizdat, 1959 (en russe). 
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1. Théorème d’addition de Graf. Désignons par Z, (2) une des fonc- 
tions cylindriques J, (z), Y, (z), H{° (2), HP (2). Pour la déduc- 


Fig. 8 


tion du théorème d’addition le plus simple, utilisons la représenta- 
tion intégrale de Sommerfeld de la fonction cylindrique Z, (R): 


Z,(R)= A | eiRsing-{ive Jp (2) 
C 


(en ce qui concerne le choix des constantes À et des contours C pour 
diverses fonctions cylindriques, voir $ 20). 

__ Considérons le triangle de la figure 8. Projetant l'égalité vecto- 
rielle R = p — r sur l’axe des y, on aura 


R sin (@ + #) = p sin @ — r sin (p — 8). 
Il est évident qu'en vertu du principe de prolongement analytique la 
relation obtenue reste également en vigueur pour les valeurs com- 
plexes de 9. 
Les résultats obtenus au $ 20 entraînent qu’il est possible de choi- 
sir le contour C de telle façon que son déplacement d’une valeur 


inférieure à x ne modifie pas la valeur de l’intégrale. Changeons dans 
(2) œ en @ + +. Il vient alors 


Z, (R) eiv — À | eiR sin (+) - iv dp= À À einsinp+ir sin (6 —-@) - ive dy. 
C C 


Puisque, d’après la formule (10) du $ 20, 


eirsin(8-ç) — > Ja (r)ein@-0), 
N= — 00 


2, (R) eivŸ — > ein87, (r) A | eipsinq-i(v+n)q dp _ 
C 


= — © 


= D Jh (r) ZLvin (p) eine, 
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La possibilité de changement d'ordre de sommation et d'intégration 
est facile à démontrer. Nous arrivons donc à la formule définitive 
suivante : 


© 


Z.(Rjet—= D Jh(r) Zvin (p)eire. 


Comme après le changement R—+kR, r kr, p —+ kp les angles 
6 et 1 restent inchangés, la formule qu'on vient d'obtenir peut s’écri- 
re comme suit : 


Z, (HR) ei? — ÿ Th (kr) Zyin (kp) 26. (3) 


La relation (3) est appelée théorème d'addition de Graf. 

2. Théorème d’addition de Gegenbauer. Un autre théorème 
d’addition correspond au cas où la fonction f (r, p, 8) — R*Y dans 
(1). Pour démontrer ce théorème, considérons la fonction 


Zy(R 
= v(R), 
où Z, (z) désigne toujours une des fonctions cylindriques J, (2), 
Y, (G), H® (), HE (2). 
Pour fixer les idées admettons que r << p. On a alors R Æ 0, 
et la fonction v (R) sera bornée pour r —+ 0. 


La fonction v de la variable R satisfait à l'équation (voir les for- 
mules (4) et (5) du $ 18) 


Ro” + (2v + 1)v’ +Rv=0. 


De cette équation, on tire sans peine l'équation aux dérivées partiel- 
les par rapport aux variables r et pu — cos 8. Puisque R = 


= V r° + p° + 2rpu, on a 


d du rp 

= 4RR: 
dv _ dv f r—pu \2 du 1 (r—pu}? : 
ee Re) le #6 
du _ dv frp \? dv (rp)° 
Ur) HR RE 


Eliminant p, on trouve 


Puisque R2= (r—pu)}+p(1— pu), il vient 
dv _ dv 1—u2 dv 
AR = at À 
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Nous obtenons pour la fonction v (R) l'équation aux dérivées par- 

tielles suivante: 

ee (+1) ro (1 pr) P—(2v+ 1) 20. (4) 
dr? : ôr h ôu? F ETES 


Cherchons la solution particulière de cette équation par la méthode 
de séparation des variables, en posant 


vu = p (r) Ÿ (u). 
Portons la forme supposée de la solution dans l'équation. Il vient 
eq +Cv+Nrp trip _ (Au) #+Cv+t)up" _; 
P Ÿ . 
où À est une constante. 
D'où la fonction 4 (u) a pour équation 
LA — pe) Ep LA (A p2) TE = 0. 
Pour v — !/, > 0, cette équation, comme on l’a montré au $ 14, 
n’admet de solution continue sur le segment [—1, 1] que si 


À —A, = n(n + 2v) 


avec, à un facteur constant près, 


pU)= PR T9 (U), 
où PE (u) est un polynôme de Jacobi orthogonal par rapport au 
poids (—u)" (1 +u)f sur le segment [— 1, {]. 
La fonction qf(r) satisfait à l'équation 
# 2 | ’ 2 
qe q+ [4-2 | 20. 


L'équation obtenue est un cas particulier de l'équation de Lommel. 
Son unique solution bornée pour r —+ 0 est la fonction 


1 
p(r) = Jun (r). 
Ainsi, l'équation (4) a pour solutions bornées les fonctions 
1 —1/o, V—1/s 
Un (rs 1) = Joen (7) PRET (p). (5) 


Une solution bornée arbitraire de (4) pour —1 £<u<1,0<r<p 
se présente comme la superposition des solutions particulières de (5). 
On a donc 


Zy R . n V—l/a, V—ifa 
DR == D Jen (7) PRE 908 (u), (6) 
n=0 


où f, est une constante indépendante de r et de y. 
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Pour trouver les constantes f, = f, (p), nous allons utiliser les 
propriétés Miro des polynômes de Jacobi: 


Join VAR - - _ , 
fn ET is AP pee (u)(1— pr) du, (7) 


où d;, est le carré de norme du polynôme de Jacobi. 

Pour calculer l'intégrale figurant dans le second membre de (7), 
appliquons la formule de Rodrigues pour les polynômes de Jacobi 
(voir $ 7, 4) 

“ = —1)7 | dan n+v- 
p® 1/2, V—1/2) (u) = G JL TEE NEUT ae [(1— pe?) + Va] 


«= 


et procédons à l'intégration par parties: 


1 

ZUR) Si à - 
= PR es V2 (u) (1— 2) "3 du — 
4 


1 
ES ayn+v-1/2_8_[Z,(R) 
= nr | A [RS 


Toutes les substitutions s’annulent pour u = + 1 grâce à la puissan- 
ce positive du facteur (1 — u°). 
D'autre part, nous avons pour une fonction f (R) arbitraire 


d'où 


MF Z,(R pont 1 d \"f Z,(R) 
ee) (- 7) 7] 
Il découle de .la formule (11) du $ 20 que 


: re). A ® _ er k 


Il en résulte 
1 

Z+y R _ , Vie _ 
[2 ppt (u) (1— pt qu = 
1 


Zyyn (R Je 7; 
= — (rp)" j Lt (A —u2)"*" 1/ du. 


On en tire, conformément à q 


Vin Zyyn (R n .: 
În (P) cn = = ET +v- 02 qu. (8) 
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Soit dans (8) r — 0. Alors R — p et, par conséquent, 
1 
fn (P) __Zv+n(P) 1 __ An+v-1/s 
2VFAP(vEn+1)  PY Z2nldé | (1 — pu?) du. 


| 
Puisque (voir $ 7, 4) 

22v- ire (ntv+—) 
da = nin+v)T(n+2v) 


et 

{ 1 

| (1 pre du = ) | (1 — pi) n+Vv-1/ du = 
1 0 


r(ttt}r (4) 
T(r+v+1) 


? 


1 
= | A4" Ver-te de = 
0 


on trouve finalement 
f (p) … Va (n+v)T(n+2v) Zyin (P) L 
n (P) = A —° —————— 


Tov=i 1 pY 
2 r (r+s +7) 
En définitive, le développement (6) prend la forme 


Zv(R) _ Var © M+vT(n+2) 


R° Da = r(n+v++) 


x Jyyn (r) Zvin (EP) pA-"2 v-—1/2) (u). (9) 


r" pY 


Si l'on prend au lieu des polynômes de Jacobi ceux de Gegenbauer 
(voir 8 7, 4) 
2 n —À1/fe, V—tfs 
Chu) = PR v-02 (u), 
++) 


le développement (9) revêt une forme plus simple: 
or N s : Join (r) Zyin (p) C? 40 
=2T (9 D (v+n) Cr (hi). (10) 


n=0 


Z, (R) 
RY 


Rappelons que cette formule a été déduite pour v—1, >0,r< bp. 
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Il est évident que la formule (10) reste vraie si l’on opère le chan- 
gement R—EÆR, r — kr, P — kp, c.-à-d. 


Zy (KR) 


Join (kr) k Zy n 
ns 2 T (y) S (v y Loën UE) Zosn D) Çv Qu). (41) 


(kr)? (kp)” 
La relation (11) porte le nom de théorème d’addition de Gegenbauer. 

Nous venons de démontrer les théorèmes d'’addition de Graf et 
de Gegenbauer pour certaines contraintes imposées aux para- 
mètres. À l’aide du principe de prolongement analytique, on arrive 
à étendre les formules (3) et (11) à un domaine plus vaste de valeurs 
des paramètres. 

3. Développement d’une onde sphérique et plane suivant les 
polynômes de Legendre. Considérons quelques corollaires du théo- 
rème d’addition de Gegenbauer. 

4) Posant dans (11) v = !/,, Z, (z) — H%? (2) et utilisant l’expres- 
sion explicite de la fonction H%}2 (z), on obtient 


eirR 2: | n+1/a (kr) Hhti/e (xp) 
nn D (+4) 2 He pu 


Nous nous sommes servis du fait que C!/° (u) = P, (u), où P, (u) 
est un polynôme de Legendre. 
2) I1 y a intérêt à considérer la forme limite du théorème d’addi- 


tion qui découle de (11) pour Z, (z) = Hf(z) et p —— co. On a 
= Dr _ 
R=pÿ/ 1-4 =p—ru+0 (+), 
1 «2 
Hy-+n (ko) 
lim ACSSRRS lim (2) V2 i e-ik(p- -R)— "mn e-ikrh. 
pm 1 = HS? (ER) pc \ P 


(XR) 
Aussi peut-on déduire de A 


eirrn— 2T (v) S Î(v+n) - Cr (u). 


er 


On en tire aisément, pour v — 1/2, le développement d'une onde plane 
eikr suivant les polynômes de Legendre: 


2 


eee À D (n +) Jus (Er) Pr (bi). 
n=—=0 


Ici X est le vecteur onde, u = cos 8, 6 l’angle formé par les vec- 
teurs k# et r 
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$S 25*. Intégrales définies contenant 
des fonctions cylindriques 


Fréquemment, dans les multiples applications des fonctions cylindriques, 
on a besoin de calculer certaines intégrales définies contenant des fonctions 
cylindriques. On y procède soit au moyen des représentations intégrales des 
fonctions cylindriques, soit par développement de ces dernières en séries. Nous 
nous bornerons à considérer deux exemples simples et importants. 

1) Intégrale de Weber 


co 
| ee y (br)2"tidr  (a>0,b=>0, Rev=>—1). 
0 
Pour la calculer, on développe la fonction de Bessel J, (br) en série. On a 
co œ 1 © ; dir bz V+2k = 
| ed (ox) zY+1 a= | ex? V+i > D) (5) dz = 
0 0 Lao kIT(vV+k+1) 
_ Ç (—1À b\v+2k (| _on 2k+Ov+ 1 
= » kIT(KEV+ 1) (5) É : MS 
k=0 
D'autre part, 
02x32 ,2R+2V+4 3, 1 t,REN 3 T'(k+v+1) 
É - der |° FU = TRrovre 
0 0 
D'où 
co " b2 
ax? v+!1 _ b 7 4a2 
| e J; (bz) TZ TE | 4 . (4) 


0 
2) Intégrale de Sonine-Gegenbauer 


[ Ky (a V :2+?) 


PORTE Jyz)z"tldr (2>0,b>0, y>0, Rev>—1). 


0 


Pour calculer cette intégrale, utilisons la représentation intégrale (7) 
du 8 22 de la fonction de Macdonald et la formule (14). On a 


N Ky GV +) v+1 
| Le (bzx) Ed dr — 
"Re œw _,_ ax2+y5) 
— FT | JT (bz) zV+i dr | e . a — 
0 0 : 
u 4 a2y2 4 co a2x3 
__ ât &t v+1 he 
= fe FI \< J, (bz)z°T° dz 
0 0 
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00 b? a?yi 
| a ur 7 At dt 
in 
0 
oo y?(a2+b1) 
2716" TU qu — du 
= 24 p2H-Vv- 1 # a — 
& a (a + 6°) | * uh—v 
0 — 
bY a Hbeu-v-i _ V _—— 
ed -v-{ a 2). 
; ( y } m-v y + 
De cette façon, 
©œ et 
K, (ay z2+y? 
| SR (bz) zV+1 dx = 
z2+y2y/e 
0 


VTT uv —_—_— 
en) Av WV ab). 0) 
a 


Signalons quelques corollaires importants de la relation (2). 


a) Soit u—=1/2. Comme 
: a 
Kin@=V 5e" 


by v+l/2 à ——— 
VE "eur. 0 


Il vient en particulier, pour v=0, 


ee. b d uv Vars 4 
Var Vers 
Lorsque y—0 et v+i/s > 0, la formule (3) donne 
Ps à D rfi 
| - J,, (ox) z° dx Vic (=) r(v+s). (5) 


En déduisant (5), nous nous sommes servis du fait que pour v>=>0 et z—+0 
Zz \—Y 
ON EL G 0) (+) 
V7 2sinnv L(—v+1) 2 \2 ° 
b) Soit dans (2) v<<2u—53/; et «+0. Comme on a alors 


Ky (az) - (5), 
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il vient 


C J, (6x) zV+1 b \u-1 y 
(z2+y2)F a= (>) Tu Æh-v-1 (by). (6) 


Posant ici —=%/, v—0, nous avons 


t Jo (bzx) x __ ebu 
0 Ge Ÿ 


La déduction des relations (1) à (7) a été effectuée étant donné certaines contrain- 
tes imposées aux paramètres. À l’aide du théorème 2 du $ 1 et du principe de 
prolongement analytique, on arrive facilement à étendre les résultats obtenus 


à un domaine plus vaste de valeurs des paramètres. En particulier, la relation (6) 
reste vraie lorsque 


—1<Rev<2Rep—r. 


Posant —1/2, v—0, nous tirons de cette relation 


2e 2J _2J 0 (07) _ (bx) a. ebv 


Vin 6 


$ 26“. Méthode de Wentzel-Kramers-Brillouin 


1. Approximation quasi classique pour le cas unidimensionnel. 
En résolvant les équations différentielles du deuxième ordre de la 


forme 
u" + pf (x) u = 0, (1) 


où p est un paramètre suffisamment grand, on utilise couramment 
une méthode de solution approchée de ces équations, qui consiste à 
considérer au lieu de l'équation (1) l'équation 


u” + [pf (x) + 8 (x, plu =0 (2) 


dans laquelle la fonction 6 (x, p) est choisie de telle façon qu'elle 
reste bornée pour p —+ æ et que les solutions de (2) soient connues. 
Si le paramètre p est suffisamment grand, il y a lieu de supposer 
que les solutions de l'équation (2) ne différeront que très peu de 
celles de l’équation (1). Parmi les méthodes de ce type, la méthode 
la plus développée est la méthode quasi classique *) ou la méthode 
de Wentzel-Kramers-Brillouin (en abrégé W.K.B.). Elle consiste 
essentiellement dans ce qui suit. 


Admettons que la fonction f (x) soit de la forme 
f (2) = (x — %0)" p (x), 
*) Voir [13]. 
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où p (x) -£ 0 dans le domaine considéré. Sans nuire à la généralité, 
on peut poser que zo = (0. 

Si @ (zx) = const, l'équation (1) est un cas particulier de l’équa- 
tion de Lommel et admet comme solution la fonction 


un(e) Zur (3) 


où E— | V pf(x) dx, Z,(E) est une fonction cylindrique arbitraire 


0 
d'ordre v. 

Si la fonction œ (x) varie lentement, il est naturel d’attendre que 
la fonction u (x) définie par la formule (3) fournira la solution appro- 
chée de l’équation (1). Posons donc pour (x) = const 


2 = (=) Zumen ®, 8= | VRP dr. 
0 


On vérifie sans peine que la fonction u (x) satisfait à l’équation (2), 
dans laquelle 


O(z, p=0(4)=+ (+) -5(£)+ 


1 1 f (x) 
la n 2 x à (4) 
Fil 


On voit de (4) que 8 (x, p) ne dépend pas du paramètre p et repré- 
sente une fonction continue pour z # 0 si q (x) a la dérivée seconde 
continue. D'autre part, il existe une limite finie 

3 p” (0) n+5 g” (0) \2 

NO in tweS Cr p(0)  (m+4) m+6) p O) ) JE 
ce qu’on démontre en développant f (x) et E (x) suivant les puissan- 
ces de x et en se bornant aux trois premiers termes du développe- 
ment. Ainsi donc, la fonction 8 (x) satisfait bien aux conditions 
énoncées plus haut. 

Dans le cas où la fonction 6 (x) est définie par la formule (4), 
les solutions des équations (1) et (2) seront proches, et ceci pour les 
raisons suivantes. Si z = 0, alors f (x) = 0. C’est pourquoi, pour 
des p suffisamment grands, nous avons | pf (x) | S 16 (x) |. Il reste 
à considérer le domaine x — 0. Dans le voisinage du point x = 0 la 
fonction w (x) sera notablement différente de u (0) aux distances x 
pour lesquelles È (x) = 1. Puisqu'on a pour les petits x 


71] V'pp O0) 22 dx = V po 0) 


0 


; Hn+2W2, 
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: 1 \1/(n+2) 
la valeur de £ & 1 aura lieu pour zx — (=) 


si petits et des p grands, on aura 
pf (x) — pr" - plm+ 7 8 (x). 
De cette façon, nous avons dans tout le domaine en question 


[O (x) 1 < Tpf (x) |: 
Puisque 8 (x) = 0 pour @ (x) = const et pour toute valeur de p, 
on peut espérer que les fonctions uw (x) et u (x) seront proches non 


seulement si p est grand et œ (x) est une fonction arbitraire, mais 
aussi dans le cas où p = 1 et la fonction œ (x) varie lentement. 


Remarquons que les fonctions w (x) présentent pour nr quelconque 
un comportement asymptotique de même type lorsque E —> co: 


. Mais pour des z 


1 
—_—Ÿ (Ae-Kl+ Belël 0: 
7 î TE e"lkl+ Belël) pour f (x) < ” 
Lu 1 : 
7e (Csin£+Decost) pour f(x) > 0. 


La méthode W.K.B. s'emploie le plus souvent en pratique dans 
les cas où nr = 0 et n — 1. Pour r — 0 la fonction uw (x) peut être 
exprimée au moyen de fonctions élémentaires et coïncide avec sa 
représentation asymptotique (5). Quand nr = 1, on a 


() ARR CIED + Bla (IE) pour f (2) <0: 


2)" [CT as (EL) + DJ [ED pour f(x) >0. 


On a utilisé la propriété de la fonction cylindrique Z, (z) de rester 
fonction cylindrique du même ordre quand on remplace z par —z, 
qui tient à ce que l'équation de Bessel ne change pas lorsqu'on chan- 
ge z en —Z. 

Si l’on veut chercher seulement les solutions bornées pour ë + 
— + ©, il convient de poser dans (6) B = 0. Les coefficients C et D 
se déterminent à partir des conditions de continuité des fonctions 


u (x) et u’ (x) pour ë = 0, ce qui donne C = D — 734 


C'est la fonction u G répondant au cas f (x) — z, p — 1 et satisfaisant 
à la condition d’être bornée qui est la plus usitée dans les applications. Pour 


A = 1/V/2n cette fonction porte le nom de fonction d'Eyree v (x) et s'écrit 


ot VE, (+124) (z << 0); 


+Va(r., (5 +2, (22 )]e>0. 


u (zx) = 


12° 
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A l’aide des développements asymptotiques des fonctions cylindriques, 


on établit sans peine le comportement asymptotique de la fonction v (x) pour 
z + too: 


False (z <0); 
z7 "sin (+ za +) (zx > 0), 


2. Application de la méthode W.K.B. à une équation admettant 
une singularité. Cas du champ à symétrie centrale. Lors de l’étude 
du mouvement d’une particule dans un champ à symétrie centrale, 
on applique avantageusement la méthode W.K.B. à une équation 
de la forme 


u'+[o(- 2 ]u=0 (7) 


admettant une singularité pour z 0. Par changement de variables 
zx —e, u — e/2v(z), on réduit l’équation (7) à la forme (1), où 


pia=e[o(e)—(1++)"e]. 


Reprenant les variables anciennes, on remarque que l’approximation 
quasi classique de la solution de l'équation (7) prend la même forme 
que pour l’équation (1) si l’on remplace dans (6) pf (x) par w (x) — 


— se , C.-à-d. si l’on pose 
FO GE 172 
E(= [Voter 
x0 


1/,)2 
où z, est racine de l'équation « (Enr —=(0 (on a supposé 


que x, est une racine simple; les modifications que subit la formule 
de u (x) dans le cas de racine multiple sont évidentes). 


3. Application de la méthode W.K.B. à la recherche du comportement 
asymptotique des fonctions cylindriques d'ordre élevé. Formules de Langer. 
On peut appliquer la méthode W.K.B. à la recherche du comportement ssynp 
totique des fonctions cylindriques d'ordre v élevé. Cherchons en particulier le 


comportement asymptotique de la fonction H® (x) pour v © 1 et pour des 
z positifs. A cet effet, mettons l’équation de Bessel 


au tu +(s—-vu—=0 


sous la forme (1) par le changement v(r) = Wzu(vz). La fonction v (x) satis- 
fait à l'équation (voir l'équation de Lommel) 


4 
DTA 
(Eee 


z* 
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Dans ce cas nous reprenons nos raisonnements précédents et nous posons dans (6) 


p=v?, f(2)=1——<.. 


On a 


IE (æ)1=% 


t VITE __f v(arths—s) (z}<1), 
TE de | = { v(s—arctgs) (z >1). 
Ici s—V/|1—72|. 


En approximation quasi classique, qui est vraie pour des v suffisamment 
grands, on obtient 


=) 2! AI CED+BRAIED  &<4, 
vs | CHIP(IEN)+DASS (IE) (z> 1). 


Posons v(z)—V/ z H{ (vz). Pour déterminer les coefficients C et D, comparons 


les termes principaux de la représentation asymptotique pour z —+ dans le 
premier et le second membre de (8). On a pour z —æ oo 


s(2=2+0 (+), 18@)1=v(2—-5)+0 (2), 


(8) 


aussi 


V'z HE (vz) & ] / _— eitvx-nv/2-1/4) 


= ] / _— {ceilvæ-12)-1/6-x/4) | pe-ilv@-x/2)-1/6-2/4)), 


d’où il découle que 


œ|u 


i 
D=—0, C=e 
On a donc pour z>1 


î _ z|E| (1) 
v(z)=e vs His (181). 
Développons la quantité |E(z) | suivant les puissances de s= W|1—72|; 
il s'ensuit que la quantité |E(z)| peut être mise sous la forme 
1E (x) 1= vs (1— 2°), 
tant pour z<<1Â que pour 3=>1; ici 
h 
£ 
POS D HS 
k=0 
On voit donc que la fonction V = [E1!/6 admet un développement identique 


suivant les puissances de 1 — x? tant pour x < 1 que pour x > 1. C'est pourquoi, 
pour obtenir la conjugaison continue des expressions de v (rx) pour x < 1 et 


z > 1, on doit faire en sorte que la conjugaison des fonctions nn — 
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soit continue elle aussi pour r < 1 et x > 1; au fait, il s’agit des fonctions 


fit) =18l/S1AI 1, U181)+B8A/CIÈIN (æ<1) 


et 
FR 
fa(z)=IEl Se SHD(IE) (z>1). 
On a 
À B|El" 
fi (2) + —È—+ 0 6 = 
er (5) 2er (—-) 
v \%s 
A - (+) : 
= — + —— — (22) +0 [A —22)]. 
2sr(+) 2 (>) 
D'une façon analogue, utilisant la représentation (19) du $ 19, on obtient 
.# Le v \7/3 
Te 
| isin + 2-"/3r (+) i sin + 2W3r (+) 
D'où 
1 LES 
8 6 
A=—<—, B= 4 —. 
i sin Lsin — 


On open donc en définitive l'approximation quasi classique pour des v 
grands : 


HD (vz) = 


ju _ 
s La 


us 
——— le SI,(ED+e HAE (æ<1), 
_ sin — (9) 


. À 
 V 1— ES e Syp(l8l) &>4). 


Egalant les parties réelles dans la formule (9), on obtient l’approximation quasi 
classique de la fonction de Bessel J, (vr) pour des valeurs élevées de v: 


y RS 4 Ki CIEL) (z <1), 


1 __ arctgs 
3 v’:- EL [Ja (180)+/1%3 CRI) G2>1). 


J, (vs) = (10) 


s 
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Les formules (9) et (10) portent le nom de formules de Langer. Des estimations 
précises montrent que ces formules donnent une approximation uniforme pour 


les fonctions cylindriques avec une erreur O ( L } ° Il est remarquable que 
V 


la formule (10) définit correctement le comportement de la fonction pour r—+0 
malgré le fait qu’elle ait été déduite au moyen des représentations asymptotiques 
des fonctions cylindriques pour x —+ co. 


Formules fondamentales 


Fonctions de Bessel 
Equation de Bessel: 


u° +Lzu +L(*—v)u= oO, 


u = Z,,(z) est une fonction cylindrique d'ordre v. 
Equation de Lommel: 


= 2 — y? 
+ 1—2a + [Be ET | 0, 


4 


v (2) = 2*Zy (Bz?). 


Représentations intégrales de Poisson des fonctions de Bessel de première 
espèce J,.(z) et des fonctions de Hankel 49 (2) : 


1 
(z/2)° v—1/2 1 
J,, (2) = ————— ja * cos zt dt, Rev>—— ;: 
1 2 
V'aT (v+1/2) LA 
9 eitc-nv/2-1/4) PE : it \V-1/: 
POS pong JT (ie) ar 
0 
Rev >; 


PE Î e# 1 dt, 
0 


Représentations intégrales de Sommerfeld : 
1 = 
Je (= \ ei2 sin q vo dq . 
1 
H (2) = _— | etz sin q—ivp dy 
C+ 


H{? G=+ | eï sin p—iv dy 
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(les contours C1, C,, C_ sont représentés sur les figures 6 et 7, voir & 20); 


I 
J: (2) = _ | eiz sin @—-iny dy : 
L I 
: oO 
ei: sin @ D Jh (2) ein? 
n= — 00 


Représentations asymptotiques : 
Lo El (50 (eee ( Di] 
H® o=y 2 eit-nv/2-2/8) [1+0 (+)] 


Relation entre diverses fonctions cylindriques : 
HO, (5) = VA (2), HO (2) =e ŸVHE (2); 


Jo ()= + LH (9) + HP (2)]: 

Ye LH (2) — HP (2)]; 
Ne" iw 

H! (3) = J_ a _ _ Jy (2) - 


He (5) = — 779 (9) Je (9). 


isin 7v ; 
cos av 4 (2) —J _, (z 
Ts CE ETC RE 


Jen (3) =(— 1) Ja (2). 
Développements en séries : 


STE UTC 
RO Z'ATE HET 


HU 2 (3) = nos h{anb 3 EEE (: ne 


2 


(—1)* (z/2}n +28 | 
-> RE Ve + + 01 } : 


n—i 
Yn (= + {win S (tee ES (L)*"- 
kR=0 


(A) (2/2) 428 
| DT 1 Ge + +0) +9 +20] } 
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(pour nr = 0, on suppose que la première des sommes soit nulle: 1 (z) est la 
dérivée logarithmique de la fonction gamma). 

On voit sur les figures 9 et 10 les courbes représentatives des fonctions 
Jh (z) et Y, (z) pour certaines valeurs de n. 

Relations de récurrence et formules de sd 


Zyt (2) + Zvs1 CES Z, (2) ; 
Zy1 (2) —Zvss (2) = 22; (2) ; 
( ++ S —) (22, (2)]=2 72 à (2) : 


( + +) [27 °2, (2)] m3" 0H0Z,. à (2) 


(Zv (2) est n'importe laquelle des fonctions J, (2), YY (2), H *? (z)). 
Fonctions de Bessel d'ordre demi-entier : 


222 2 
nno= y 2 sins; Vi=—) cos; 
TE 
10 =7/ rien, 


2 14 d'\n 
1 -n@=Y 2 LE a) cos z (nr = 0, 4, sos)s 


re an (Met (n=0, 1, ...); 


"(++)" sin: (n=0, 1, ...). 


Yn-1/2 


Intégrale de F ee : 
1 (æ)= À RP () 2 (he) dk, 


F(k)= | zf (x) J, (kz) dx. 


0 
Théorème d'addition de Graf : 


© 
Zy (kR) et » Jn (kr) Zvin (kp) en. 
Time — 00 
Théorème d'addition de Gegenbauer : 


Zy (ER) Ç Juon (kr) Zven ( 
an 2VP (x) D CRE Re Cv (u). 


Ici r, p, R sont les côtés d'un triangle quelconque, f l'angle formé par les 


côtés r et p, k un' nombre arbitraire, CY (u) le polynôme de Gegenbauer, Z, (z) 
l'une quelconque des fonctions J, (z), Y, (z), HQ°2) (z) (voir fig. 8). 


TARN TA AN 
BR 'RYIR'A' AUS 
TONI SATA VTT TA 


AIN 11. 


CT KE 


| AE 
A 
15 LEHLLIIICIIIIIIIIILIIIIILTI 
2 4 6 8 70 72 


Fig. 10 
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Développement d'une onde sphérique suivant Les polynômes de Legendre (voir 
le théorème d’addition de Gegenbauer) : 


ikR kr) H 
DEETS Si 2) A — a Ha pu 


R Vr 


Développement d'une onde plane suivant les polynômes de Legendre: 


n=0 


eikr = F2 m(n+e)s n41e (Er) Pn (u) 


(Re est le vecteur onde, u = cos 6, 6 l'angle formé par les vecteurs K et r). 
Fonctions de Bessel modifiées 
Equation différentielle : 


au® Liu — (2 + v)u = 0, u(z) = 2, (ti). 
Cette équation différentielle admet comme solutions linéairement indépendan- 
tes pour z > 0 les fonctions 


tv v+1i 


Î— 


in 
I,(2)=e ; Jy(iz), À, a=Le À 4) (iz). 


Représentations intégrales de Poisson : 


1 
= (12) — sv 1/2 -_ +, 
14 (3) = Varo+ Jess s?) ds, Rev>— 5: 


Ky (3) VE et FRET [ e-3sv—l/a (1 + je ds, 
0 


Re v >—— : 


Représentations intégrales de Sommerfeld pour K, (2): 

oo (s°) 
K, =+ | e72 Ch DEV Jp — | e-=ChŸchvpdy, Rez=0: 
-œ 


0 
oo 22 


. Zz \Y tr v—1 
k@=Z7 (+) |e V1, Rez=0. 
0 


Comportement asymptotique pour z + + 0 : 
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Relation entre les fonctions I, (z) et K,,(z) à valeurs différentes de v: 
In ()=1,(); KL (2)=KX, (2); 


K, = OR 
sin Xv 


Développements en séries : 


: (2) 
NO 2 PIENTES ES 


Æn(2)=(—1)4 I, (2) Mir Ë RES ST 


+$tnx D LOGE 1) (ED) 
pour nz=0, on admet que la re . sommes s’annule). 


OT 


DORSDDRRDRARNeNEE 
J0 
20 
| / 
'4 
| 
10 je 
LE) 
ef 
pu 
ee 2 ÉA 
0 1 2 J 4 E] 6 Z 


Fig. 11 


Relations de récurrence et formules de dérivation : 
Ton (9 — Los (9 = I, (6); 
Ty (2) + lus G)= 21, (2); 16(2) = 271 (2); 
Ki (0) Æyu = — À K (à: 
Kyns (2) + Kyss (2) = — 24%, (2); Ki(z)= —Ki (2). 
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Fig. 12 


Fonctions I, (z) et K,(z) d'ordre demi-entier : 
2 14 d \n 
Th 11 (z) = nl (= —) chz (n=0, 1, ss) 


Fr 4 d'\n 
En Ve Ta) 7 M=01..) 


On voit sur les figures 11 et 12 les courbes représentatives des fonctions 
In (z) et K, (x) pour certaines valeurs de n. 


CHAPITRE IV 


FONCTIONS DU TYPE HYPERGÉOMÉTRIQUE 


Dans ce chapitre'seront étudiées les fonctions du type hypergéométrique. Ce 
sont en particulier les fonctions Lg mers Lo F (a, B, y, 2), les fonctions 
hypergéométriques dégénérées F (a, y, z) et les fonctions d’Hermite X, (z). 
Les fonctions du t ypergéométrique ont été introduites dans le chapitre 11 
en tant que généralisation des polynômes orthogonaux classiques. Elles sont 
cependant intéressantes aussi pour elles-mêmes, parce que de nombreuses équa- 
tions de la PAysique mathématique et de la mécanique quantique se ramènent 
à des équations du type hypergéométrique 


G(2) y" +Tt(z) y + Ay = 0, 


où © (z) et t (z) sont des polynômes de degré non supérieur au deuxième et au 
premier respectivement et À est une constante. 

Nous avons déjà étudié les propriétés élémentaires des fonctions du type 
LP AE au 6 10. Dans ce chapitre nous procédons à une analyse 
plus détaillée de ces fonctions. 


$S 27. Fonctions hypergéométriques 


1. Définition de la fonction F° (œ, B, y, z). Comme on l'a montré 
au $ 10, dans le cas où © (2) est un polynôme de second degré à raci- 
nes distinctes, l’équation du type hypergéométrique se ramène à 
l'équation hypergéométrique 


2(4—72)y"+lr—-(a +8 +1) z]y — ay = 0 (1) 


qu'il est possible d’écrire sous forme autoconjuguée: 


[ot e() | += 0. (2) 
Ici o (z) — z(1 — z), À — —af, et la fonction p (z) est définie à 


l’aide de l'équation différentielle 

d 

top i=t(pt), +()=Y— (a+ 8+ 1)2. 
Dans le cas considéré p (z) — 277! (1 — z)z+B-7. 


La solution particulière de l'équation (1) est de la forme 
(voir $ 10) 


y(z)= 


A ( o"(s)p(s) 
P () | Fe 


(s —2z))+i 
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Ici À est la constante de normalisation ; v est la constante liée à À — 
= —af par la relation 


— —v(r (2) + ns o" (2) | : 


Dans notre cas v— —a« (ou v— —$). Le contour C est choisi de 
la condition 


ov+1 (s)p(s) 
(s— z2)T 1 


—=0 (3) 


Sms, 


(s,. et s. sont les extrémités de C). 
Ainsi donc, le contour C étant choisi convenablement, l’équation 
hypergéométrique (1) a pour solution particulière 


A = = 
VO feet (A tds. (4) 
C 


Comme on voit de (3), on peut choisir en qualité des extrémités du 
contour C les points s = 0, s = 1, s = z ou s — en fonction des 
propriétés des solutions de l’équation hypergéométrique qu’on se 
propose d'étudier. En particulier, si l’on veut connaître le compor- 
tement des solutions de l'équation (1) pour z 0, il est commode de 
prendre pour le contour C un segment de droite reliant les points 
s — 0 et s — 3. La condition (3) aux extrémités d’un tel contour 
sera remplie si l’on exige que l'inégalité Re y > Re a > 1 soit 
vérifiée. Posant dans (4) s = zt, où 0 < ?{ < 1, nous obtiendrons la 
solution particulière de l’équation hypergéométrique sous la forme 


y(z)=f(x, B, v, z)= 
= Ca, 8 DA" Tete (42) de. 
0 


Il est commode de choisir la constante de normalisation C (a, B, y) 
de la condition y (0) — 1. Cela entraîne 


_ T (y) 
CB V=TorTe-S 


Comme on a déjà vu au $ 10, l'équation hypergéométrique admet 
comme autres solutions particulières les fonctions 


21-V(4— 2)" 8 (Ua, 1—B, 2—%, 2), 
21-Vf(a—y+1, P—y+1, 2— 7, 2), 
A2)" (ya, y—B, v, 2). 
Parmi ces solutions, la fonction 
(A2) (y— a, y—8, v, 2) 
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est de la forme la plus simple, cette fonction ne comportant pas, en 
tant que facteurs, de puissances de z et de 1 — z devant l’intégra- 
le. Cette fonction est dite fonction hypergéométrique et désignée par 
F (a, B, y, 2), c.-à-d. que pour Re y > Re (y — a) > 1 


{1 
T : 
F(a, B, +, DRE ee-1(4—0)7% (Az) dt. (5) 
0 


La fonction (1 — zt)7Ÿ admet des points de branchement pour 
1 —zt = 0, c.-à-d. pour z = 1/. C'est pourquoi la ligne z > 1 
(arg z — 0) est la ligne singulière de l’intégrale figurant dans (5). 
Pour que la fonction F (a, B, y, z) soit uniforme, il suffit de faire 
une coupure le long de l’axe réel pour z > 1 et de choisir celle des 
branches de la fonction (1 — zt)P qui est égale à l'unité quand 
z = 0. Pour un tel choix | arg (4 — zt) | < x. 

Pour étudier l’analyticité de la fonction F (a, B, y, z), évaluons 
la convergence de l’intégrale dans le second membre de (5). Si 
Rea>u>0et Re(y— a >v>0, on a 


peer (1) et (1 TT 


Pour évaluer l'expression | (41 — zt)Ÿ | pour 0 < t & 1, nous aurons 
recours aux inégalités (8) du $ 19. Soit | z | < À. Puisque 


[1—z|<1+lIa4l<1+R, 


on peut poser dans l'estimation (8) du $ 19 a = —z24, b — —B, C, — 
— 1 + R. Pour obtenir l'expression de C;, envisageons deux cas: 
1) Iz2I<S1—6; 2) 1z21> 1 — 6, Ô <L'argz< 271 — Ô. Dans le 
premier cas on peut choisir C, = Ô en vertu de l'inégalité 


[1—z12>1—-12]> 6. 


Dans le deuxième cas, en vertu de l'inégalité | arg (—z26) | < x — 6, 
on peut se servir de la formule (9) du $ 19, c.-à-d. poser C, = sin 6. 
Ayant recours à l’estimation (8) du $ 19, dans tous les cas considé- 
rés pour | B| << Bo nous aurons | (1 — zt) P | < M, où M est une 
constante. 

1 


Puisque l'intégrale | #1 (4 — 1)*-{ dé converge pour u > 0 et 


0 

v > 0, on a, sur la base des estimations ci-dessus, la convergence 
uniforme de l'intégrale dans (5) pour Re «a > pu > 0, Re (y — a) > 
>v>0,|z|<Ret pour les conditions supplémentaires suivantes 
imposées à la variable z: si | z | >> 1 — 6, alors Ô < arg z < 2x — 6. 
C'est pourquoi, en vertu du caractère arbitraire des constantes u, v, 
R, Bo et de la convergence uniforme de l'intégrale (5) dans le domaine 
considéré, la fonction F (a, B, y, z) sera une fonction analytique de 
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chacune des variables pour les valeurs fixes des autres si les condi- 
tions Re y > Re a > 0 ont été remplies et si l’on a fait la coupure 
dans le plan de la variable complexe z le long de l'axe réel pour 
2.1: 

Conformément au principe de prolongement analytique, la fonc- 
tion S'(a, B, y, z) satisfait à l'équation hypergéométrique (1) (voir 
théorème 2 du $ 1). 

La dérivée de la fonction F (u, B, y, z) est facile à calculer à l'ai- 
de de la représentation intégrale (3): 

1 
dF (a, B, y, 7) _ BT (+) v-a-1 —B-1 7, _ 
0 


= F(a+1, B+1, y+1, 2). 


L'équation différentielle (1) peut donc s'écrire sous la forme 


@(a, B, y, z) = (a +1) (B+1)z(1 — 72) x 
Xp(a +2, B +2, y +2, 2) + 
+ly—(a+B+t)zlp(a +1, B+1, y +1, 2), (6) 


pla, 8 v, = Fa B v à. 


Puisque la relation (6) établit la liaison entre les fonctions hypergéo- 
métriques pour lesquelles la différence y — « est conservée, elle 
permet d'obtenir le prolongement analytique de la fonction 
o (a, B, y, z) dans le domaine Re (y — a) > O0 pour toute valeur du 
paramètre a si l’on diminue de proche en proche la valeur de a 
d’une unité. Au numéro suivant la restriction Re (y — a) >> 0 sera 
levée. 

2. Relations de récurrence. Les fonctions hypergéométriques 
satisfont à de nombreuses relations de récurrence. Rappelons-nous 
par exemple les relations obtenues au $ 10 pour des fonctions arbi- 
traires du type hypergéométrique. On peut établir des relations 
linéaires plus générales entre trois fonctions quelconques 
F (ar, Bis Vus 2) FE (Qas Bas Vos 2)» F (Gags Bar Ya 2) dans le cas où les 
différences a; — ax, B; — B;, y: — y: sont des entiers. 

Considérons une combinaison linéaire arbitraire de fonctions 
hypergéométriques 


3 
2 CiF (œ:, Bi Yi z). 


Montrons qu'il est possible de choisir les fractions rationnelles C; — 
— Ci (z) de telle façon que la combinaison en question s’annule. 


13—01174 
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A cet effet, utilisons la représentation intégrale (5) pour les fonctions 
hypergéométriques : 
3 


ÿ C;F (œ;, B;, Vis z) fe 


i=1 


1 
= | go-1(4—4)07% 14%) À ps). (7) 
0 


Ici ao et Yo — & sont les valeurs de a; et de y; — a; qui ont la par- 
tie réelle la plus petite, et B, est la valeur de $; qui a la partie réelle 
la plus grande: 


(; —&;)-(vo-@o) 


3 
r # Bo-B 
P(t)= Darare—s" Go (4— ;) A—2) ti, 
i= 1 


T'(yi— œi) 


Les différences a; — Go, (vs — @4) — (Yo — Go), Po — B: étant 
des entiers non négatifs, la fonction P ({) est un polynôme 
par rapport à la variable £. Choisissons les coefficients C; de sorte 
que la fonction à intégrer prenne la forme de la dérivée par rapport 
à la variable t£ d’une fonction qui a la même forme que l’expression 
sous le signe d'intégration dans (7), c.-à-d. 


trot (4— 4) 01 (4 37)" Po p (+1) = 
+ [éco (4— +377 (4 — 4) "#Q (#)], (8) 


où Q(t) est un polynôme. Il en résulte 
3 
2, CiFœss Pas va 2)=1%0(41—0%7%(4— 2) RQ (+) |i. 


Puisque Re (y — &o) = min Re (y; — a) > 0 et que Rea, — 
— min Re oc; > 0, la substitution s’annule, et pour les coefficients 
Ci ainsi choisis on a la relation linéaire 


3 
2 CF (æ, Ba Yi z) = 0. (9) 


Montrons qu'il est toujours possible de choisir les coefficients du 
polynôme © (t) et les coefficients C; de telle façon que l'égalité (8) 
soit bien vérifiée. En comparant le premier et le deuxième membre 
de cette égalité, on s’assure aisément que le degré du polynôme 
Q (#) est de deux unités inférieur à celui du polynôme P (t). Egalant 
les coefficients des différentes puissances de £ dans le premier et le 
deuxième membre de l'égalité (8), nous obtenons un système d’équa- 
tions linéaires par rapport aux coefficients inconnus du polynôme 
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Q (+) et aux coefficients Ci. Il est facile de voir que le nombre d'in- 
connues sera alors d’une unité supérieur au nombre d'équations. 
Pour que la solution de ce système soit unique, il suffit de considérer 
le coefficient du degré supérieur du polynôme Q ({) comme connu. 


Afin de simplifier les calculs ultérieurs, admettons que ce coeffi- 

û È æ (Yo) . « 9» . 

cient soit égal à "=. Puisque, dans le système d'équations 
BE AT (aol (vo— 29)" 4 ÿ q 


obtenu, les coefficients des inconnues sont des polynômes par rap- 
port à la variable z, les inconnues C; seront des fractions rationnelles 
de la variable z. 

Cherchons à établir, à titre d'exemple, la relation existant entre 
les fonctions F (a, f, y, z) et F (a, B, y + 1, z). On a dans ce cas 


= — a, Bo — B: = P, 
U=Y—-b = Ys=Y+ 1 Yo —Y—1, 
r 
PO = (Ci (7 0) (va — 1) + 
+Ci(y—1)(—-a) (—t)+Csv(—-1)(4—1)1, (10) 
et le degré du polynôme Q@4(t) sera égal à zéro, c.-à-d. 


F (vo) a  OG  — 
Q()— L'(@o) T'(Yo— Go) Ta) T(y—a—1) 


L'égalité (8) prendra donc la forme 
t-14—977% 2424) PP (1) — 


T'(y—1) v-a-1 1-8 
TT (a) l'(y—a—1) _. Us (1— t) (1 — 2) }» 


d’où 


. T (y—1) 
PO= rer * 


x [a (1—t) (1— 25) —(y—a@—1)# (1— 22) + (1— RP) # (1 — 2). 


Portant l'expression obtenue pour P (ft) dans (10) et égalant les 
coefficients des différentes puissances de t, on trouve 


Ci=(y—a—1) (2 —1), 
Co PE (a+ B—2y+2)2+y— 11, 


Gt œ) (y—œ—1) (y— —É) , 
y (—1) 


On a donc en définitive 
Y—-1(—-1)F (a, B, y — 1, 2) + 
+Yyla+B—-2»+2):+y—1IF (a, B, y, 2) + 
+ (v— a) (v—B)2F (a, B, y + 1, z) — 0. (11) 
13° 
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La relation a permet de prolonger analytiquement la fonction 
œ (a, B, y, z) = 5 F (a, B, y, z) à des valeurs arbitraires de y en 


diminuant successivement les valeurs de y d'une unité. Dans le cas 
d’un tel prolongement, la fonction q (a, B, y, z) devient une fonc- 
tion analytique uniforme de la variable z et des paramètres a, B, y 
pour des valeurs quelconques de a, B, y dans le plan présentant une 
coupure le long de l’axe réel pour z > 1. C’est pourquoi la fonction 
hypergéométrique F (a, B, y, z) = F (y) p (a, B, y, z) ne peut avoir 
de singularités que pour y — —n {(n == 0, 1, 2, ...). 

3. Série hypergéométrique. Il est facile d’ obtenir le développe- 
ment en série de la fonction hypergéométrique F(a, B, y, 2) 
suivant les puissances de z à l’aide de la représentation intégrale (5) 
et du développement en série de la fonction (1 — zt)-6: 


(—z) À = x ur (Bla 0° , |z|<1, (12) 


(Ba = EE = B(B+ 1). (B+n—1). 


Si [z| <<1, la série (12) converge uniformément pour 0 <t<1, 
et on peut intervertir la sommation et l'intégration dans (5). Il vient 
alors pour Rey>Rea>0 


1 

; r (x) Ba zn [enta- at y 

Fa, BV )=pore— rs 2 D 2" [ante-1 (15 lg = 
0 


_ (Œ)n (&}n (Bin 2" 

— > ont 2 (3) 
n 

Remarquons que F (a, B, y, 0) = 1. 

La série (13) est dite série hypergéométrique. L'étude de la con- 
vergence de cette série à l’aide du critère de d’Alembert montre qu’elle 
converge uniformément par rapport à a, B, y, z pour [z|<q<î1 
en tout domaine fermé des variables a, B, y ne contenant pas de 
valeurs négatives entières ni de valeurs nulles de y. Pour cette raison 
la série hypergéométrique représente une fonction analytique des 
variables a, B, y, z pour [z2| << 1,y —k (k — 0,1,2, ...)et,en 
vertu du principe de prolongement analytique, le développement (13) 
reste vrai dans tout le domaine indiqué des valeurs de a, B, y, z 

Notons une égalité évidente découlant du développement (13): 


F (a, p, Ÿ» z) = F (B, a, Ÿ; z). 
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4. Relations fonctionnelles. Nous avons obtenu une solution 
particulière de l’équation hypergéométrique: la fonction y, (z) — 
= F (a, B, y, z). Comme il a été montré au $ 10, l'équation (1) ad- 
met comme autres solutions particulières les fonctions 


Y2(2)=21-VF (a—y+1, B—y+1, 2—7, 2), 
Ya(z)= (12) ÉF(y— a, y—B$, y, 2), 
y(z)=2t-v(A—:) TR Fa, 1—$, 2— +, 2). 


Etant donné que l'équation hypergéométrique n’admet que deux 
solutions linéairement indépendantes, entre les fonctions y; (z) 
(à = 1, 2, 3, 4) doivent exister des relations linéaires. Quand y = 1, 
les fonctions y, (z) et y. (z) sont linéairement indépendantes, vu leur 
comportement différent pour z —0. Pour cette raison, lorsque 
y 1, on peut représenter les fonctions y, (z) et y, (z) comme une 
combinaison linéaire des fonctions y, (z) et y. (2). La comparaison du 
comportement de ces fonctions pour z 0 donne 


Ya (2) = Yi (2) (Rey > 1), y, (:) = y: (2) (Re y < 1), 
c.-à-d. que pour Re y > 1 
Fa, B,v, :)=(1—2)" "FF (ya, y—$, 2) (14) 
et pour Rey<1 


F(a—y+i, B—y+t1, 2 — y, z) — 
= (M2) TR FH— a, 1—$, 2—+, 2). (15) 


Le principe de prolongement analytique permet de lever les 
restrictions imposées au paramètre y. Notons que la relation (15) 
découle de (14). Pour les valeurs de la fonction (1 — z)--B on 
prend dans (14) la branche qui est égale à l’unité lorsque z = 0, 
c.-à-d. | arg (4 — 2) | << x. 

La relation (14) est un exemple de relation fonctionnelle entre 
les fonctions hypergéométriques dépendant d’une seule et même 
variable z. Les fonctions hypergéométriques vérifient également 
nombre de relations fonctionnelles entre des fonctions hypergéo- 
métriques de variables différentes. Pour obtenir de pareilles rela- 
tions, nous allons utiliser la représentation de la solution de l’équa- 
tion hypergéométrique sous la forme (4), en choisissant les types 
suivants de contours C : a) segment de droite entre les points s = z 
et s — 1; b) demi-droite arg s — argz, |[s| > |z |. Grâce à ces 
contours, on obtient les solutions qui ont un comportement simple 
pour z —>1 et z —+ oo. Posant dans (4) s — 1 — t (1 — z) dans Île 
premier cas et s — z/t dans le deuxième, avec 01 < 1, on obtient 
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les solutions PE suivantes de l'équation hypergéométrique : 
y(z)= Ayzi-v At)" 18 (4e ue 
0 
nm i-VEF(B—y+1, a—v+1, a+B—vy+1, 1—2), 


1 
y (2)= A:z8-V (2— 1)-%8 aa t (11) a 


crefit TE ÉF (AR, y—B, a—p+1, +) 


(— est le symbole de proportionnalité). 

Ayant recours à la relation fonctionnelle (14), on arrive à sim pli- 
fier les expressions obtenues, ce qui nous donne les solutions sui- 
vantes de l'équation hypergéométrique : 


y (2) = Fa, B, a+$ — y +1, 1 — 2), 
y(c) =2%F (0, a —vy+1, a — B + 1, 2). 


Comme il a été montré plus haut, pour y = 1 l'équation hyper- 
géométrique a pour deux solutions linéairement indépendantes les 
fonctions 


F (a, p, V: 2) et z1-VF (a — y + 1, Bp—v+1, 2 — y; z). 


Appliquant une méthode analogue pour la recherche de la seconde 
solution dans le cas des fonctions F (a, B, a + B — y + 1, 1 — 2) 
et 2-4 Fa, a —y+1, a — B + 1, 1/2), on ra les couples 
suivants de solutions linéairement indépendantes de l'équation hy- 
pergéométrique : 


F (a, p, Vo z) et zi-VF (a — y +1, BP — y +1, 2 — y, z) 
( #1); 
F (a, B, a + B—7%+1, 1 — 2) 


et 
(1 — 2)v-2-BF (+ — a, y — B, y—a—bp+ti, 1 — 2) 
(ÿ—a—$p-£ O0); 
z7F (a, a — y +1, a — B+1, 1/2) 
et 


z-BF (B, B—y+1, B— a +1, 1/2) 
(a  B). 


Puisque l’équation hypergéométrique n’admet que deux solutions 
linéairement indépendantes au plus, il est possible de mettre toute 
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fonction de chaque couple sous la forme d’une combinaison linéaire 
de tout autre couple de solutions. Grâce à ce procédé, on obtient 
les différentes relations fonctionnelles entre les fonctions hypergéo- 
métriques. Soient y, (z) et y. (z) deux solutions linéairement indé- 
pendantes de l'équation (1). Développant une solution arbitraire de 
l'équation hypergéométrique y (z) suivant les fonctions y, (z) et 


Ya (2), on a 
y (2) = Cigs (2) + Coys (2). 


Notons une simple propriété suivante des coefficients du dévelop- 
pement C, et C.: si dans un certain domaine de variation des va- 
riables a, B, y, z les fonctions y(z), y, (z) et y, (z) sont des fonctions 
analytiques de a, B, y, z, les coefficients ©, — C, (a, B, y) et C;, — 
—= C,(a, B, y) seront aussi des fonctions analytiques dans ce domaine. 

Cette propriété découle de la forme explicite des coefficients 
Ci et C.: 


_ Wfy, yel __ W[ys y) 
 n W [y ve)? ee W [y yo] 


W{f, d=f(1g @) —-f (28g(2 


est le wronskien, qui n'est pas nul pour les fonctions linéairement 
indépendantes. Pour rechercher les coefficients C, et C., il suffit 
donc de trouver leurs expressions pour certaines restrictions supplé- 
mentaires imposées aux paramètres et d'appliquer ensuite le prin- 
cipe de prolongement analytique. 

Trouvons d'abord le développement de la fonction hypergéomé- 
trique F (a, B, y, z) suivant les fonctions hypergéométriques de la 
variable 1 — z: 


F (a, B, Ÿo 2) = Ci (a, B, y) F(a, B, a+p—y+1, 1 — 2) + 
+ Cala, B, y (A — 27-28 x 
X F(y— a, Pv—BR, vY—a—-p+1, 1 — 2). (16) 


A l’aide de la relation fonctionnelle (14), on établit la liaison entre 
les coefficients C, et C,: 


Fa, B,v2)=(1—2)" 7%" F(y—a, y—$, y, 2) = 
= (1— 2)" Ci (ya, y—B, v) x 
X F(y—a, y—$, v—a—B+1, 1—72)+ 
+ Ci(v— a, v—B, v(1—2) T8 x 
XF(a, f, a+B—y+1, 1—:2)]. 


Ici 


On en tire 
Cala, B, v) = Cify — 0, y — B, y). 
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Pour déterminer le coefficient C;, supposons d’abord que Re y > 
> Re a > 0 et que Re B < 0. Passons dans le développement (16) 
à la limite pour z +1 et utilisons la représentation intégrale (5). 
Comme, pour les restrictions indiquées imposées aux paramètres, on a 


1 
___T() at (4 ve B-t 
on F(a, B, Ÿ: 2) 7 (a) )F(y—a) L (1 t) dt — 


- TWT(P—ae—h) 
r(y—-a)T (y—B) ? 


alors, en vertu de Re(y—aæ—$)>>0, on obtient 


_ F()T(v—a—b) 
C, (æ, p, = Too rt) ? 


_ TT (a+B—7) 
Ga BP, = (œ) D (B) 


Conformément au principe de prolongement analytique, les expres- 
sions obtenues de C, et C. restent vraies, quelles que soient les va- 
leurs des paramètres. De cette façon, 


(HT (y—a— 
F(a, , Ÿ, D = SE F (0, B, a +f—y+1, 1—:2)+ 


THT(a+B— 7) ya 8 
F— For x 
X F(y—a, y—$, y—a—f6+1, 1—:2). (17) 
Développons maintenant la fonction  hypergéométrique 
F (a, B, y, z) suivant les fonctions hypergéométriques de la variable 
1/z. A cet effet, trouvons d’abord, à l’aide de la représentation inté- 


grale (5), le comportement asymptotique de la fonction hypergéo- 
métrique pour zoo. Si Rey> Rea>0 et ReB<O, alors 


1 
. F (æœ, B, Y, 2) es r (y) a—p—1 _4\V—a- 1 — 
ms (—2)78  F(aT(y—a) fi on” Fe 


_r(v)T (œ—p) 
_ FQ@)T(r—B) 9 


Ici | arg (—z2) | << x. Conformément à (18), il est plus commode de 
développer la fonction F (a, B, y, z) non pas suivant les fonctions 


z-0F (a, a—y+1, a—p+1, +), 
2-PF (6, B—v+1, B—a+1, +) 
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mais suivant les fonctions 
(—2) *F(a, a—y+1, a—$ +1, +), 


(—2) SF (8, B—y+1, B—a+1, —). 
On a 
Fa, $, y, =) — 
= Di(a, B, p(—2)7*F (0, a—y+1, a—p+1, +)+ 


+ Dia, B W(—2) PF(B, B—v+1, B—a+1, =). (19) 


Puisque F (a, B, y, z) -= F(B,a,y,z),on a D,(a, B, y) = D, (f, a, y). 
Pour déterminer le coefficient D, (a, B, y), supposons d'abord 
que Re y > Re a > 0 et que Re B << 0. Passons dans le dévelop- 
pement (19) à la limite pour z + œ et faisons usage de (18). Il en 
résulte 
__FT(a—8) 
De 8 VTT 6 
d'où 
_lFHF(B—-a) 
Di BE TG ro-e 
En vertu du principe du prolongement analytique, les expressions 
obtenues de D, et de D, restent vraies, quelles que soient les valeurs 
des paramètres. De cette façon, 


F(«, p, Ÿ: 2) — 


l(MT(B—-a), -a L 
UOTE n(—2 F(c, a—y+1, a—6—+1, —) + 

[ (y) F(œ—$) .\=B … — 1 
+ nt 9 F8 Sri, Pat, —). (0) 


Ici | arg (—2) | << x. 

À l’aide des développements (17) et (20), on trouve facilement la 
forme de la fonction F (a, B, y, z) pour z —+ 1 et z —+ oc en utilisant 
les séries pour les fonctions hypergéométriques des variables 1 — z 
ou 1/z. 

Par la combinaison des relations (17), (20) et (14), on peut obtenir 
évidemment bon nombre d’autres relations fonctionnelles. En parti- 
culier, il est facile d'obtenir les développements qui sont, dans un 
certain sens, inverses par rapport aux relations (17) et (20), c.-à-d. 
les développements d’une quelconque des fonctions de la variable 
4 — z ou 1/z suivant les fonctions 


F (a, B, y, 2) et 2° YF (a —% +1, B—y+1, 2 — y, :). 
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À titre d'exemple, proposons-nous d'obtenir les développements 
des fonctions (1 — :)V-@-8 F (y — a,y — B,y — a — B + 1,1 — 2) 
et F (a, B, a + B — y + 1, 1 — 2). Pour le faire, il suffit de SE 
cer dans la relation (17) les quantités a, f, y, z par a, B, a + 
Al 2ouvard eye © D Ed: lle 
résulte 


F(a, B, a+B—y+1, 1—:)=— 
ER rm : 
_Ta—y+17T(B—7%+1) F(a, p, Le 2) + 


r _— 1) 7 (y—1 
+9 12 F (ay +1, B—y+1, 2—%,2), (21) 


(A2) EF (pa, y—B, v—a—B+1, 1—:)= 
v-a-BfT(—-a—B+1)T (4 —7%) : 
= (1 —:) EEE F0, Y—B, v, :)+ 


l(v—a—B+1T (1) ,1- : : L 
+ l'(y—a@)T (y—B) 21-VF (A—a, 1—$, 2—7, 2) |. 


Appliquant au second membre de la dernière égalité la relation 
fonctionnelle (14), mettons-la sous la forme 


A2) EF (ya, y—B, v—a—-p+1, 1—2)= 


_ Tœ—a—6+1T(4—%) 
M LR 


Tw—a—P+tT(v—1) ,1- » - ni 
+—o-ora=p 2" Fla—v+1, B—y+i, 2— 7,2). (22) 


Les relations de la forme (17), (20) et les relations analogues obtenues 
par combinaison des relations (17), (20) et (14) donnent la possibilité 
d'exprimer la fonction F (a, B, y, z) à l’aide des fonctions hypergéo- 
métriques des variables À — 2, 1/z, 1/(1 — z), 1 — 1;z, 1/(1 — 1/z) — 
— 7/(2— 1). A l’aide des séries hypergéométriques suivant les 
variables mentionnées, cela permet de réaliser le prolongement ana- 
lytique de la fonction F (a, B, y, z) dans toute partie du plan complexe 
muni d’une coupure le long de l’axe réel (1, ), à l'exception des 


points d’intersection des cercles .| z | — 1 et | 1 — z | — 1, car on 
M de el le | 1 — 1/2 | = 1. 

. Cas particuliers. La fonction hypergéométrique F (a, B, y, 2) 
n sr pas définie dans le cas où y — —k (# — 0, 1, 2, ...), les 


relations fonctionnelles déduites au numéro précédent peuvent perdre 
le sens étant donné certaines relations entre les paramètres. 

Si œ——m (m—0, 1, ...), la série hypergéométrique (13) 
s’interrompt, et la fonction F (a, B, y, z) sera un polynôme de degré 
m par rapport à z. Ce polynôme a un sens aussi pour y — —kÀ si 
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m < k, car (y), = (—k), = 0 pour r  m. Il en est de même, évi- 
demment, pour B — —m. Donc, il ne reste qu’à envisager les cas où 
les relations fonctionnelles portent sur les fonctions hypergéométri- 
ques F (a, B, y, z) pour y — —k, a 0, —1, ..., —k, PO, 
a. 9 ._. ., ne. 

Pour que les relations fonctionnelles aient un sens dans ces cas 
aussi, il suffit de passer de la ou hypergéométrique F (a, B, y, 2) 


à la fonction œ (a, B, y, z) =—— F(a, BP, y, z) qui, comme il a été 


FE 
montré plus haut, a un sens quelle que soit la valeur de , 
y compris pour de — k. 

Considérons à titre d'exemple la relation (21). Utilisant la for- 
mule de complément pour la fonction gamma, on peut écrire cette 
relation sous la forme suivante: 


 # pa, B, v, 2) . 
pa, B, a+b—v+1, nr F(a—y+1)T (B—y+1) 
1- 
2 


- 
—farpolte—-v+i, B—y+1, 2—7, 2) |. (23) 


Cette relation devient indéterminée pour y=n(n—0, +1, +2, ...), 
car sin xy = 0 quand y = ». Puisque la fonction (a, B, a a + ui 

— y +1, 1 — 2) figurant dans le premier membre de l'égalité (23) 
est une fonction analytique de y, on a la limite finie pour y +n 
lorsque l’expression entre crochets s’annule pour y = nr, c.-à-d. 


PF (a — 1)7 (B— 1 
p(æ, B, n, 3) = ss Fe F5 dim À ) cACin LE "4 


xp(a—n<+1Â, BP—n+1, 2—n, :). (24) 


On voit de la formule (24) que dans les cas où une des fonctions 
z1-%F (a —vy +1, B—7y+1, 2 — y, 2) et F (ca, B, y, z) devient 
indéterminée, les fonctions 


pa, P, v, 2) et 21-Yp(a—y+1, P—y+1, 2— 7, 2) 


s'avèrent linéairement dépendantes. 

La valeur de y — » dans le second membre de (23) est un point 
singulier éliminable. Passons à la limite dans (23) pour y —+n. 
Utilisant l'égalité (24) et calculant les limites par la règle de L’Hos- 
pital, nous aurons 


pla, B, a+f—n+1, 1—:)=— 
= re 65 5 (9 (a, B, LAS z) [Ÿ (æ) + Ÿ (B)] + 


+O(a, B, n, z)}. (25) 
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Ici 4 (z) est la dérivée logarithmique de la fonction gamma, 
Ola,B,n, z)=q(a, B, n, 5) In=+ 
2 , d , à : 
+ (++) p(æ, p, Ÿ: 2) LE 
EE Lt a P(B—n+1) zi-n dp(a—n—+1, B—n+1, 7, 2) 
D (œ) l'(B) (a) 

Comme, en vertu de (14), 
pa, Bf, a +B—n +1, 1 — z) — 

= 21 "p{a—-n +1, B—nr+1,a+B—nr +1, 1 — 2), 


(26) 


V=2-n 


on a 
O(a, B, n, z)— 


_T@—n+DTB—nr+1) 1 nDte— . nn 
= Fo TD sl-nD(a—n+1, f—n+1, 2—n, :)+ 


+pla, B, n, :)[b(a—n+1)—1% (a) +b(B—n+1)—7% (B)l- 


Répétant dans les cas particuliers des transformations analogues 
dans d’autres relations fonctionnelles pour les fonctions hypergéo- 
métriques, on aboutit toujours aux relations existant entre certaines 
fonctions hypergéométriques et les fonctions O (a, B, n, 2). 

Puisque la fonction œ (a, B, a + B — n + 1, 1 — z) est solution 
de l'équation hypergéométrique (1) pour y—n, la fonction 
D (a, B, n, z) sera aussi solution de cette équation quels que soient a 
et B, sauf pour certaines valeurs isolées de a et de $ pour lesquelles 
les coefficients dans (25) ou bien la fonction E (a, B, n, z) elle-même 
admettent une singularité. 

La fonction œ (a, B, y, z) étant une fonction analytique de cha- 
cune des variables a, B, y, z, la fonction ® (a, f, n, z) sera, en vertu 
de (26), une fonction analytique de chacune des variables a, Bet zs 


l'(œ)  (B) 
l(a—n+1) F(B—n+1) 


Par conséquent, en vertu du principe du prolongement analytique, 
la fonction ® (a, B, nr, z) sera solution de l’équation hypergéométri- 
que (1) pour les valeurs indiquées de a et de 6. En partant des con- 
sidérations analogues nous constatons que la fonction z!-"® (a — 
—n+1,B—n+1,2— n, z) sera solution de l’équation hyper- 
géométrique si 


= 0. 


T(a—n+1) T(B—n+1) 
T (œ) T (8) 
Les raisonnements ci-dessus nous permettent de construire le 


système complet de solutions de l’équation hypergéométrique quel 
que soit y. En effet, si y = 1 et que les fonctions F (a, B, y, z) et 


5 0. 
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zi-v F(a—y+1, B—7Yy+1, 2 — y, :) aient un sens, on peut 
les considérer comme deux solutions linéairement indépendantes de 
l'équation hypergéométrique. Par contre, si une de ces fonctions 
devient indéterminée, il convient de la remplacer par ® (a, , r, 2) 
pour y—n>0 (n —1, 2,...) ou par z!"ŒD(a—n +1, 
B—n 11,2 — n,z) pour y = nr LO(r — 0, —1, ...). Siy = 1, 
l'équation RER ne admet comme solutions les fonctions 
F (a, B, 1, z) et D (a, B, 1, 2). Il est facile de s'assurer que les cas 
considérés sont exhaustifs. "On vérifie aisément l'indépendance li- 
néaire des couples de solutions indiqués en comparant leur compor- 
tement pour z +0. 

Cherchons le développement de la fonction ® (a, B, n, z) suivant 
les puissances de z pour nr >> 0 à l’aide des développements corres- 
pondants pour la fonction œ (a, B, y, z). On a pour |z | <1 


D (BR 
(x, B, y, =), kIT (y+%) ” ? 
k=—0 


(++) ot 8 v. 


=> ET lb (a+ k) — 1 (œ) + 


| + Ÿ (B+ A) — 14 (B) — vd (n+k)], 
am pia—-n+i, B—n+1Â, y, :)— 


LS @—n+ in B—n+in DH» 
k! T+) 


k—0 
Si dans la dernière somme y + # est un entier négatif, de sorte que 
v+k = —s(s = 0, 1, ...), alors 

PYHEA) | uses 

NTE nl ts RS 
Il en résulte que dans le cas où y — 2 — n<0 il convient de diviser 
la série pour la fonction Eee (a—n+1, B—n+1,7,z) |;-2-nen 
deux parties dont l’une contiendra les termes pour 0<k< nr — 
— 2 et l’autre pour k > n — 1. Remplaçant l'indice de sommation k 


dans la première somme par r — 1 — k et dans la deuxième par 
n—1+k,on a en a 


T(œ—n+1)T (P—n+1) ; 


(a) TB) ci 7 p(a—n+1, B—n+1,v:)| , = 
n-1 

_S cyan à (æ)n (Ba % (+1) 8 

1 (n—1—k)l(a— kr (B— #4 (n—1+R)IAl 


æ 


=1 


206 FONCTIONS DU TYPE HYPERGÉOMEÉTRIQUE (CH. IV 


L'expression obtenue reste vraie aussi pour z — 1 si la première 
somme est supposée égale à zéro. Ainsi donc, on a pour n = 1,2, ... 


n— 1 
re à (— 1 G—1)! —h 
O(a, B, n, z)= T2 RG Mr Ex < 


+ D EE 28 [in 24 (a+ A) — 4 (a) + 


R=0 


+ (B+ A) —b(B)—p(r+k)—p(K+1)1 (27) 


$ 28. Fonctions hypergéométriques dégénérées 


1. Définition des fonctions F'(«œ, y, <) et G(a«, y, =). Comme il 
a été montré au $ 10, dans le cas où o (2) est un polynôme du pre- 
mier degré, l'équation du type hypergéométrique se réduit à une 
équation hypergéométrique dégénérée 


zÿ + (y —2) y — ay = 0. (1) 
La solution particulière de l'équation (1) est de la forme 


___4A Oo (s) p (s) 
ARITTC] ar 


(A est la constante de normalisation). Dans le cas considéré © (z) — 
= Z, v —= —0, et la fonction p (z) se définit à l’aide de l’équation 
différentielle 

d 

lo (G)p(2)]=T(z)p(), T2) =7Y—z, 


ce qui donne p (z) = 27-1e-°. C'est pourquoi 


y (2) = . foret (5) tes-s ds. 
z 
C 


Le contour C est choisi de façon à remplir la condition 
sv-a (2—s)*"le-3l,_,, ,—0 


(s. et s: sont les extrémités du contour C). Compte tenu des restric- 
tions correspondantes imposées aux paramètres & et y, pour les 
extrémités du contour on peut prendre les points s — 0, z, co. Choi- 
sissant en qualité de contour C le segment de droite s — z (1 — t), 
0 << t < 1, passant par les points s5 = Oet s; = z, ainsi que la demi- 
droite s — z + 1, OL t< co, on arrive aux solutions suivantes de 
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l'équation hypergéométrique dégénérée : 
1 


vs (2)= À, | -1A4—i)--tatdt, Rey>Rea=1; 


(er) 


p(=Ag-s feu t(4it +), Rea>1. 


0 


La fonction y, (z) a le comportement simple pour z —0, et la fonc- 
tion y: (z) pour z —+ co. En effet, s’il est possible d'effectuer le pas- 
sage à la limite correspondant sous le signe d'intégration, alors 


r F (y — 

y (0) = À; ane ; 
lim y: (2)2%= AT (@). 

Il est commode de choisir les constantes de normalisation 4, et 4, 

de telle façon que les seconds membres des égalités (2) soient égaux 


à l'unité. On obtient en résultat les solutions suivantes de l’équa- 
tion (4): 


T (y) 


Yi(z)=F(«, ?, 2) = For (ya 271 (4— 57% le du, (3) 


On) 


pt)=G(, va=rs (et (4+i) la 
0 


La fonction F (a, y, z) est dite fonction hypergéométrique dégénérée 
(ou fonction hypergéométrique dégénérée de première espèce), et la 
fonction G (a, y, z), fonction hypergéométrique dégénérée de seconde 
espèce. Pour que la fonction G (a, y, z) soit uniforme, nous admet- 
trons dans (4) que 


Larg (1+5)l<x, [argz| <<. 


On a introduit les fonctions F(aœ, y, z) et G(œ, y, =) pour les 
restrictions suivantes imposées aux paramètres: Rey>Rea>1 
pour Fa, y, z) et Rea>=1 pour G(æœ, y, z). Pour rechercher 
le prolongement analytique de ces fonctions dans un domaine plus vaste 
de valeurs des paramètres, ainsi que pour démontrer les relations (2), 
étudions la convergence des intégrales déterminant les fonctions 
Yi (2) = F (a, y, 2) et ya (z) — G (a, y, z). On étudie la convergence 
de l'intégrale (3) par la même méthode que pour l’intégrale (5) du 
$ 27 déterminant la fonction F (a, B, y, z) en remarquant que pour 
Rez<Rona Ê et | eR. A la suite de cette étude on est conduit 
à constater que la fonction F (a, y, z) est une fonction analytique 
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de chacune des variables a, y, z, les valeurs des deux autres variables 
étant fixes, si Re y > Re a > 0. 

Considérons la représentation intégrale (4) pour la fonction 
G (a, y, z)- La fonction (1 + t/z)Y-«-1 passe par des points de bran- 
chement quand z — —t (0 < ft < co). Pour cette raison la ligne 
arg z — + x est la ligne singulière de l'intégrale (4). Pour que la 
fonction G (a, y, z) soit uniforme, il suffit de faire une coupure le 
long de l’axe réel pour z < 0, c.-à-d. de poser | arg z | < x. Passons 
à l’étude de la convergence de l'intégrale pour G (a, y, z). Afin 
d'évaluer l'expression (1 = Lis | pour 0Ü<< {<< œ, utilisons 
les relations (8) et (9) du $ 19. Si largz|<rn—6et|z|>2, 
alors, en posant dans (8) a — t/z, b — ÿ — a — 1, nous avons 
[arga|<n— 6, C; = sin ô, Ce: = 1 + £4/R. D'où 


v-a-i 


[(+E)TTTE 
Re(yv-a)-1 . 
|Im(v-a)| = 
> (1++) etlIm(vy-al sj Re (y— a) >1 
(sin 6° %-%-lenlimty-al si Re(y— a) << 1. 
De ces estimations pour | y — « | < pu, on tire aisément l'inégalité 
(1++) jo [<M( ++)", 


où M est une constante. L'’estimation de | {*-! | est donnée par la 
méthode habituelle: pour Rea>v>0, on a [tt] < "A 


Puisque l'intégrale 
e sav { \H 


est convergente, l'intégrale du second membre de (4) sera unifor- 
mément convergente dans le domaine |z2|[>R, | arggz|< nr —6, 
|[y—al<u, ReaZ>v>0 par rapport aux variables a, y, z 
Vu le caractère arbitraire des constantes u, v, R et 6, la fonction 
G (a, y, z) sera analytique par rapport à chacune des variables dans 
le domaine |z2|>0, |argz|<<1r, Re a > 0, et le passage à la 
limite dans (2) dans le domaine considéré sera possible. 

Nous n'avons pas défini la fonction G (a, y, z) aux bords de la 
coupure pour arg z = +n. Pour obtenir le prolongement analytique 
de la fonction G (a, y, z) à ces valeurs de z, il faut se servir du théo- 
rème de Cauchy et passer dans (4) de l'intégration suivant les valeurs 
positives de £ à l'intégration le long du rayon arg t — +6 (le signe 
positif est choisi dans le cas où les valeurs de arg z = x). 

Si z > 0, on peut, à l’aide de (4) et du changement t = zs, obte- 
nir pour la fonction G (a, y, z) la représentation intégrale dont le 
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champ d'application est très vaste: 
| e-sss2-1 (14 5)! ds. (5) 


0 


1 
G(a, Y: = 


A l’aide du principe du prolongement analytique, on s'assure que 
cette représentation reste vraie dans le domaine Re z > 0, Re a > 0. 

Conformément au principe du prolongement analytique, les 
fonctions F (a, y, z) et G (a, y, z) seront solutions de l’équation (1) 
dans les domaines considérés de valeurs de a, y, z. Utilisant les 
représentations intégrales (3) à (5), on déduit sans peine les formules 
de dérivation suivantes: 


dF (x, y,:) _ 


qe = F(a+1, v+1, 5), (6) 
EVIL _oG(a+1, y+ 1, 2). (7) 
dI22G  V, = 1 m1 
Ë ce v.21__ _Y £ [24G (œ, y—1, :)]. (77) 


Comme dans le cas des fonctions hypergéométriques, on peut, ayant 
recours aux formules de dérivation et à l’équation différentielle pour 
F (a, y, z) et G (a, y, 2), obtenir le prolongement analytique de ces 
fonctions dans un domaine plus vaste de variation des paramètres. 
En particulier, pour la fonction G (a, y, z) on aboutit à la relation 


Ga, y, z)=(a +1)zG(a +2, y +2, 2) — 
—(y—2)G(a +1, v+1, z). 


Diminuant de proche en proche la valeur de a d’une unité, on peut 
obtenir, au moyen de cette relation, le prolongement analytique 
de la fonction G (a, y, z) dans le domaine Re a << 0. Ceci fait, on 
constatera que pour toute valeur de a, y, z la fonction G (a, y, 2) 
sera une fonction analytique de chacune des variables, les valeurs 
des deux autres variables étant fixes, à condition de faire dans le 
plan de la variable complexe z une coupure pour z & 0. On vérifie 
sans peine que la relation limite (2) pour la fonction G (a, y, 2) reste 
vraie quel que soit a. 

Un procédé plus commode de prolongement analytique de la 
fonction F (a, y, z) à des valeurs arbitraires des paramètres a et y 
sera indiqué plus loin. 

2. Développement en série de la fonction F'(œ, y, =). Le moyen 
le plus facile d'obtenir le prolongement analytique de la fonction 
F (a, y, z) consiste à la développer en série suivant les puissances 
de z. Pour mettre la fonction F (a, y, z) sous la forme d’une série, 
développons dans (3) la fonction e‘* et faisons l’intégration de la sé- 


14—011%4 
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rie obtenue terme à terme: 


00 1 
nr 2À oyath-1 4 _ pat 7, 
FT SFr oS À R |: Su 
… S (ax 
2 (hr 41 ? 


k=0 


(ah = RE = a (a+ 1) ...(a+k—1) 


(la possibilité d’inversion de l’ordre de la sommation et de l’inté- 
gration est facile à montrer). Ainsi donc, 


% 


__ (a) 2h 
F (œ, Vs 5) = LA (Y)à kl° (8) 
k=0 
Notons que la série (8) peut être obtenue de la série hypergéomé- 
trique (13) du $ 27 en faisant le changement de z en :/B et en passant 
ensuite à la limite pour B — œ, c.-à-d. 


F (a, y, z) = A F (a, B, y, z/B). 


Après avoir étudié la convergence de la série (8) au moyen du 
critère de d’Alembert, on constate que la série de la fonction 
F (a, y, z) converge uniformément par rapport à &, y, z dans tout 
domaine fermé de variation de ces variables si |[vy+k|=>& 
(4 = 0, 1, ...). Pour cette raison la série correspondante repré- 
sente une fonction analytique de ces variables pour y £ —k et, en 
vertu du principe du prolongement analytique, la fonction F (a, y, z) 
définie par cette série est solution de l'équation (1). 


Introduisons la fonction œ (a, y, 2) = (a, y, =) etétu- 


dions la convergence de la série comme précédemment : on constate 
que la fonction œ (a, y, z) est fonction analytique de chacune des 
variables pour toute valeur de y, y compris pour y = —k. 

3. Relations de récurrence. Par une méthode analogue à celle 
exposée au $ 27, 2, on peut montrer que dans le cas où les diffé- 
rences G; — Uys Ÿ; — YA Sont des entiers n'importe quelles trois 
fonctions hypergéométriques dégénérées F (@, Yi, 2), F (@a, Yes 2) 
et F (as, Ys, 2) sont liées entre elles par des relations linéaires sim- 
ples. Il en est de même pour les fonctions G (a, y, 2). 

Exposons brièvement la méthode de recherche de telles relations. 

3 
Considérons à cet effet la combinaison linéaire D, C;F (a;, Vis 2). 
{1 


1— 
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A l’aide de la représentation intégrale (3), mettons cette combinai- 
son sous la forme 


| 
| go (4 p)t07 Got ect P (4) dt. (9) 
U 


Ici P (t) est un polynôme par rapport à la variable t dont les coeffi- 
cients dépendent linéairement de C; (voir $ 27, 2). Choisissons les 
coefficients C; de façon que l’expression sous le signe d’intégration 
dans (9) soit la dérivée par rapport à la variable £: 


27071 (4— 7) 07! ect p (+) = _ [E(1—1)7%eQ(t)]. (10) 


Ici Q(t) est un polynôme par rapport à la variable £. 
Il en résulte 


3 
2 CF, Vis 2) = 2 (1— 2) TP ertQ (1) Fi 


On s'assure facilement que les substitutions s’annulent. Aussi, pour 
les coefficients C; vérifiant la condition (10), aura-t-on une relation 
linéaire de la forme 
à 

à Ci EF (œ, Vi» z) = (0. 


= 


Comme dans le cas des fonctions hypergéométriques ordinaires, 
le polynôme © (ft) est déterminé à un facteur près, grâce à quoi, lors 
de la recherche des coefficients C;, on peut négliger dans l'expression 
de P (t) le facteur superflu ne dépendant pas de t. Il est facile de 
vérifier que les coefficients C; sont des fractions rationnelles de la 
variable z 

Changeant dans la représentation intégrale (5) s en —4, on arrive 
à obtenir pour la fonction G (a, y, z) une représentation analogue à 
la représentation intégrale (3) de F (a, y, 2): 

(1) 


G(a«, y, z) = or | (—0 at" let di. 


— œ 


La représentation obtenue ne diffère de la représentation intégrale (3) 
que par le facteur et les bornes d'intégration. Reprenant tous les 
raisonnements précédents on s'assure aisément que les fonctions 


G(a, y, 7) et ei Re . F(œ, y, =) 


satisferont aux mêmes relations de récurrence. 
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A titre d'exemple, déduisons la relation de récurrence qui lie les 
fonctions F (a, y, z) et F (a Æ 1, y, z). Dans ce cas 


da —=a—î1Â, a. = à, a, = à + 1, ao — a — 1, 
Yo — Go — Y — A — 1. 


À un facteur indépendant de { près, le polynôme P (t) prend la 
forme 


P(t = Cia(a—1)(1—1#) +Csa(y—a)t(1 — 1) + 
+ C3: —-o)(v—-a—-1)#. (11) 


Le degré du polynôme © (t) est 0. On peut donc admettre que 
Q (t) = 1. Il en vient que l'égalité (10) prend la forme 


CE ie À D) Line 2 0 EEE Ci ne € ED) Line E 
D'où 
P(t)=2(1—1)+(œ—1)(1—1)—(Yy—a—1)1. 
En comparant l'expression obtenue avec (11) on trouve 


ES __2a—y+z 
Ci= & ? Cr = a (y—@) , «de y— 9 


et en définitive 
(y — a) F (a — 1, Y 2) + (2a — y +2) F (a, V» z) — 
— aF (a + 1, y, z) —0. (12) 


4. Relations fonctionnelles. Supposons que la fonction f (a, y, 2) 
est solution particulière de l’équation hypergéométrique dégénérée (1). 
Alors cette équation admet aussi pour solutions les fonctions 
(voir $ 10) 

ezi-Vf(— a, 2—7y, —:), 5t-Yf(a—y+1, 2— 7, 2), 
ef(y—@, Y, —:2). 

Posant f (a, y, z) — F (a, y, z) ou f (a, y, z) = G (a, y, z), nous 
obtenons huit solutions de l'équation (1). Puisque l'équation (1) 
ne peut avoir que deux solutions linéairement indépendantes, les 
solutions obtenues ci-dessus doivent être liées par des relations li- 
néaires. Etablissons-les d’abord pour les fonctions hypergéométriques 
dégénérées de première espèce. Soit y n (n —0, +1, +2, ...). 
Alors les fonctions Fa, y, z) et z1-VF (a — y + 1, 2 — y, 2) 
seront linéairement indépendantes en vertu de leur comportement 
différent pour z —0 et, par conséquent, 


eF(y—a, y, —2)=CiF (a, y, 2)+Cost-VF(a—y+1, 2— 7, 2), 


où C.et C. sont des constantes. Si Re y >> 1, on trouve, en comparant 
le comportement du premier et du second membre de cette égalité 
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pour z +0, que C: = 0, C, = 1, c.-à-d. que 
F(a, y, 2) —eF (y — a, y, —2). (13) 


Selon le principe du prolongement analytique l'égalité obtenue reste 
vraie quels que soient «a, y, z. 

Les solutions de l'équation (1) z!—Y F (a — y + 1, 2 — y, 2) 
et e°zi—v# (14 — a, 2 — y, —z) coïncident en vertu de (413). 

Cherchons la liaison entre les fonctions hypergéométriques dégé- 
nérées de seconde espèce. Comparant le comportement pour z —+ co 
des solutions de l'équation (1) formées de fonctions de seconde espèce, 
nous trouvons, à l’aide de la relation limite (2), que G (a, y, z) et 
e‘G (y — a, y, —z) seront linéairement indépendantes quels que 
soient a et + et de plus 


G(a, Ÿ 2) = 2!—-YG (a mt : + 1, 2 — Ÿ» 2), (14) 
ezi—vG (1 — a, 2 — y, —z2) —{e"G (y — a, y, —2). (19) 

La relation (15) découle d'ailleurs de (14). 
Cherchons maintenant la liaison entre les fonctions hypergéo- 
métriques dégénérées de première et de seconde espèce. Si y<n 


(nr — 0, +1, +2, ...), on peut développer la fonction G (a, y, 2) 
suivant deux solutions linéairement indépendantes de (1) F (a, y, 2) 


et z1—vF (a — y + 1, 2 — y, 2): 


G (a, y, z) = À (a, v) F (a, y, 2) + 
+B (a, y)21-7F (a — y +1, 2—7%, z). (16) 
Appliquant à ce développement la relation (14), on obtient 
Aa y =B(a—y+1,2— 7). (17) 
Pour trouver le coefficient B (a, y), supposons provisoirement que 


Re y — 1 > Re «a => 0 et passons dans les égalités (16) et (4) à la 
limite pour z +0. Il vient 


B(a, y)=limzv-iG(a, y, 5) — 
z—0 


O0 


— lim — Lete-t( pet qu 
C4 
ù 


2-0 T(a) 


=... À C 21,v-2 7, _ L(y—1) 
= fera. 
0 
La possibilité du passage à la limite sous le signe d’intégration 
est facile à justifier. De la relation (17) on tire 


__F({-y 
AG = ET 
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De cette façon, 


T (1— 
G(a, y, = F (ee Vr 2) + 


+ ss a 21-VF(a—vy+1, 2—7y,:). (18) 
En vertu du principe du prolongement analytique la relation (18) 
reste vraie quels que soient a et y. Poury=£=nr(n = 0, +1, +2, . ..), 
cette relation permet de développer la fonction G (a, y, z) suivant 
les puissances de z ayant recours aux développements correspondants 
des fonctions hypergéométriques dégénérées de première espèce. 
A l’aide des relations fonctionnelles (18) et (13), on arrive à 
développer la fonction F (a, y, z) suivant les fonctions hypergéo- 
métriques dégénérées de seconde espèce G (a, y, z) et e°G (y — a, 7, 
—2). On a 
T (1— 


eG(y—a, Ÿ: 5) = F7 —; Ÿ: =) 


FT (y—1 . 
FTty=a) TH (— —2) 'eF(i—e, 2—", — 5) = 


= Fm )+T—= TE (—2) VF(a—y+1, 2—7y, 2). 
(19) 
Ici |arg(—z)|<<x, d’où il résulte que 
(— 2) 51-verin(t-v) — _ 71-vetinr 


à condition que | arg z | < x (le signe plus correspond à Im z > 0). 

Eliminant entre (18) et (19) z1-YF (a — y + 1, 2 — y, z) et 
utilisant la formule de complément pour la fonction gamma, on 
obtient 


Fa, y, z)= etiaG(@, y, 2) + 


FT re 


T (y) î -v),.: ” 
Tia a(a&-v)e G(y— a, Ÿ: — 2) (20) 
(en prenant le signe plus pour le demi-plan supérieur et le signe 
moins pour le demi-plan inférieur). 

5. Cas singuliers. Comme on l’a signalé pu haut, la relation 
(18) n’a pas de sens quand y = #7 (n — 0, +1, . ..), car une des 
fonctions hypergéométriques dégénérées de première espèce de cette 
relation n'est pas définie pour y — 7. D'autre part, puisque la 
fonction G (a, y, z) est analytique, il existe lim G(a, y, z) — 

Ven 
— G(a, n, z). De cette façon, la valeur de y = r est un point sin- 
gulier éliminable pour le second membre de la relation (18). Afin 
d'obtenir la relation fonctionnelle correspondante pour y = n, 
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passons dans (18) des fonctions F (a, y, z) aux fonctions (a, y, z) = 


= F5 F (a, y, z) qui ont un sens quel que soit y. En vertu de la 
ation fonctionnelle (14) pour G (a, y, :), il nous suffit de considé- 
rer les cas où n > 1. On a 


EL 1 
GC, y dm re n 5) 
5: ciTp(a—y+1, 27, 2) |. (21) 
Puisque sin xy = 0 quand y = x, on a la relation 


-n r 
2 p(a—n+1, 2—n, = 9 n, ©). (22) 
La valeur de y — nr dans le second membre de (21) est un point 
singulier éliminable. Passons dans (21) à la limite pour y +. 
Utilisant l'égalité (22) et calculant les limites selon la règle de 
L’'Hospital, on obtient 


nf In: 
Ga, n, 5)=(—1) [RE (a, n, 2)+ 


tree (or +2) e (@, 4 2) + 


si-ndp (anti, y V: z) 


TTe NT 7 En . @ 


Utilisant le développement en série suivant les puissances de z 
pour la fonction (a, y, z), on arrive à déduire de la relation (23), 
moyennant des calculs analogues à ceux faits au $ 27, 5, le déve- 
loppement correspondant pour G (a, 7, 2): 


n—]i 
A (Dm (A) (A) 
FRE Te ED 2 pie À 
ES À 


LD LE GEL) (RE) (a+) — ins} 
k=0 


(pour n — 1, on prendra la première somme comme égale à zéro). 

6. Représentations asymptotiques. Définissant la fonction 
G (a, y, z), on a démontré la relation limite (2) qui entraîne, pour 
Zz — co, 


G(a, y, z) =2z-2 [1 + r (2)l, 


où r (z) 0 pour z —+ co. Tâchons de donner une estimation plus 
précise du reste. À cet effet, utilisons la formule de dérivation (7°). 
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Intégrant cette formule, on obtient 


œ 
r(z)=2G(&, y, z:)—1—(y—x—1) CI RS de. 


à nn 2: 


Pour chemin d'intégration on peut prendre la demi-droite s — 24, 
4 <t< oo. D'où 


t2 


v—a—1 [ (2)%G (œ. y—1, ct) dt ; (24) 


En considérant la convergence de l’intégrale (4), on a démontré que 
la fonction | zG (a, y, z) | est uniformément bornée dans le domaine 
|z21Z>R, largz|<n—6, Re(y— a) <u,Rea>v>0.0Ona 
donc dans ce domaine | zG (a, y — 1, z) | & C (C est une cons- 
tante), d’où 


r()=0 (+). 


On peut renoncer à la restriction | arg z| < x — 6 en utilisant la 
remarque faite au n° 1 relative au prolongement analytique de la 
fonction G (a, y, z) jusqu'aux valeurs de arg z — x. Îl en est de 
même de la restriction Re a > v > 0 si l’on utilise la relation de 
récurrence existant entre les fonctions G (a, y, z) et G(a + 1, y, 2). 

La fonction G (a, y, z) permet donc la représentation asymptoti- 
que suivante: 


G(a«, y, =23-2[1+0(2) |. (25) 


Il est aisé d'obtenir les termes suivants de la représentation asymp- 
totique en recourant dans (24) à l’intégration par parties et à la 
formule de dérivation (7”). On obtient le même résultat si, en déve- 
loppant dans (4) la fonction (1 + t/z)*-*"! selon la formule bino- 
miale, on tient compte de quelques premiers termes. 

La représentation asymptotique de la fonction hypergéométrique 
dégénérée F (a, y, z) avec z — © découle de la représentation (25) 
et de la relation fonctionnelle (20): 


FC v 9= ges t2"[1+0(+)]+ 
+ ere [1 +0 (=) (26) 
([argz|Sn, [arg(—2)|[<x). 


7. Fonctions de Whittaker. Un des cas particuliers fort impor- 
tants de l'équation généralisée du type hypergéométrique est l’équa- 
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tion de Whittaker | 
” | k RES 2 
+ (++) u 0. 
Ici k et u sont des constantes. 


A l’aide de la méthode décrite au $ 10, 2, on ramène cette équa- 
tion à l’équation hypergéométrique dégénérée. Dans le cas considéré 


T(2) =0, o(z) =, o(z) — —+# + kz + Tr u°. Après avoir effec- 
tué le changement y — q@ (z) u, où @ (z) — z-"-1/°e:/2, on obtient 
l'équation différentielle 

ay" + Qu+1—5)y + (k—u—+)y=0 
qui a pour solutions les fonctions 


| 
n()=F(S—-k+ 2u + 1, 2]; 


ta 
er” LL, 
e 


1 
ÿ2(:) = G (=—k+u, 2u +1, : 


De cette façon, l'équation de Whittaker a pour solutions particu- 
lières 
us (2) = Mas (D) = ter (= —k+p, 2u+1, z), 


Us (3) = Wiu(z)=24t}Le-:/°G (5 —k+, 2u +1, :) - 


dites fonctions de Whittaker. 

Les fonctions de Whittaker M,, (z) ont un comportement simple 
pour z +0, et les fonctions W,, (2), pour z —+ co. 

Puisque l'équation de Whittaker ne change pas quand on rempla- 
ce u par —u ni quand on remplace simultanément k par —k et z 
par —z, elle a également pour solutions les fonctions A,, _, (2) 
et M, zu (—2), Wa, -u (2) et W.x, 41 (—2). L'équation de Whitta- 
ker n'admettant que deux solutions linéairement indépendantes, les 
solutions obtenues doivent être liées par un certain nombre de rela- 
tions fonctionnelles. Signalons les relations les plus simples qui 
découlent des relations fonctionnelles correspondantes pour les 
fonctions hypergéométriques dégénérées de première et de seconde 
espèce. On a 


ne 1 
M u(—2)=(—2} el2F (+ k+ Up, 2u + 1, —1). 
D'autre part, en vertu de (13) 
M ou (2) =2#+ "el 2F (5 +k+u, 2h +1, —:), 


ce qui signifie que les fonctions M; (z) et M_z, , (—2) sont linéaire- 
ment dépendantes. Il résulte de la relation fonctionnelle (14) que 
Win (2) = Wu (2). 
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$ 29. Fonctions d’'Hermite 


1. Définition de la fonction H,(:). Comme il a été montré au 
$ 10, on peut, par changement linéaire de la variable indépendante, 
réduire l’équation du type hypergéométrique 


(2) y' (2) + x (2) y° (2) + Ay (2) = 0 


à une équation de la forme 


y" — 2z2y" + 2vy = 0 (1) 
dans le cas où © (2) est indépendante de z. Siv —n(n = 0,1,2,...), 
l'équation (1) a pour solution particulière le polynôme d’Hermite 
H, (z). On a montré au $ 7, 4 que les polynômes d'Hermite A, (2) 
s'expriment à l’aide des polynômes de Laguerre LA (2?) pour a — 
— + 1/2. Les polynômes de Laguerre étant un cas particulier d'une 
fonction hypergéométrique dégénérée, on peut s’attendre à ce que, 
dans le cas général aussi, pour v  n, on puisse réduire l'équation (1) 
par changement E — z° à l'équation hypergéométrique dégénérée. En 
effet, posant dans (1) E — z°, on obtient 


; 1 , 
+ (SE) y +50. C) 
L’équation (2) a pour solutions particulières les fonctions 
1 / À 
n@=G(—-z, + E)=6(-T. 7.7), 
1 1 Â 4 
Va (2)= 6 (IE, + EI ’ —t)=e"6 (= : ER —#). 


Si 3 — + oo, alors y (2) Æ 2°, y, (z) & ez-"-1. Puisque les poly- 
nômes d'Hermite À, (z) pour z —> + oo Rene la forme (voir 
$ 7, 4) 

H, (z) = 2"z", 
le polynôme Æ, (z) admet une généralisation naturelle aux valeurs 
de v = n sous la forme de la fonction 


HG)=Pn@=T6 (Tr, +. *#), (3) 


dite fonction d'Hermite. 

Ayant recours à la relation fonctionnelle (18) du $ 28, on peut 
exprimer la fonction d'Hermite au moyen des fonctions hypergéo- 
métriques dégénérées : 


C (1/2) 
H,(c)= CD 


r (=) 
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On voit de cette représentation que la fonction H, (z) pour tout v 
et tout z sera fonction analytique de chacune de ces variables. La 
représentation (3) reste vraie pour | arg z | < x/2, car les fonctions 
G (a, y, z) sont fonctions analytiques de z quand |argz|< 7. 
Notons une conséquence évidente de la relation (3): on a pour 
jarg =: | < 1/2 


H = [1+0(+)]. (5) 


Nous avons trouvé la solution particulière de l'équation (1) en 
la réduisant, par le changement E — z°, à l'équation hypergéométri- 
que dégénérée. D'autre part, on peut chercher la solution particu- 
lière de l’équation (1) par la méthode générale exposée dans le $ 10. 
À l'aide de cette méthode, on obtient la solution particulière de 
l'équation (1) sous la forme 


y (z) = Ave \ es“ (s—2) "vds. 
C 
Ici 4, est une constante de normalisation, et le contour C est choisi 
de sorte qu’à ses extrémités s, et s. soit vérifiée l'égalité 
CT (S—2) VTT lens, 2 = 0. 
Soit Re v << —1. Alors on peut prendre pour contour C la demi- 
droite s — z: + 4 (0 <<< ©). Il en résulte 


y, (2) = À, | e-tè-2:t4-v-1 dt. 
(n) 

Cherchons à établir la liaison de cette solution avec la fonction 
d’'Hermite H, (z). Pour cela, trouvons la représentation asymptoti- 
que de la fonction y, (z) pour z —>+ oo. On a e-% = 1 +r(t), 
où [r(t)|< t. D'où 

1 

SIL 


y, (9 = AT (—v) 2: [1+0 (- 


c.-à-d. que la fonction y, (z) coïncide avec H, (z) lorsque À, — 
1 


Tv) e 
Ainsi donc, pour Re v << —1 


H,(2)= 1 jem-atevet de. (6) 
0 


L'intégrale (6) converge uniformément en z et v dans le domaine 
Rez>R, Re v < vo < 0, ce qui découle des estimations 


[e-*:t|<e-°Rt pour Rez=>R, (7) 
[é-v-1|<&t-v-1 pour Rev<v (8) 
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C0 


et de la convergence de l'intégrale | e-2Rt{-vo-1 gt. C’est pourquoi, 


0 
vu le caractère arbitraire des constantes R et v,, l'intégrale (6) est 
une fonction analytique de.chacune des variables v et z à condition 
que Re v < 0. Selon le principe du prolongement analytique, la 
représentation intégrale (6) reste vraie, la condition Re v << 0 étant 
moins restrictive. 

En nous basant sur les représentations (3), (4) et (6) nous étudierons 
plus loin les propriétés fondamentales des fonctions d'Hermite 
H, (2). 

2. Relation de récurrence. Soit Re v < 0. Dérivant la repré- 
sentation (6) par rapport à z, on obtient 


” co 
H,, (2) = | er t-22t4-v dt, 
0 
d’où 
H, (z)=2VH,.. (2). (9) 


La possibilité de la dérivation sous le signe d'intégration découle 
des estimations (7) et (8). En vertu du principe du prolongement 
analytique, la formule de dérivation (9) reste valable, quel que 
soit v. 

Portant les expressions des dérivées de la fonction H, (z) dans 
l'équation différentielle (1), on obtient la relation de récurrence pour 
les fonctions d’'Hermite: 


H, (2) — 22H45 (2) + 2(v— 1) Hs. (2) = 0. (10) 


3. Développement en série. Soit Re v < 0. Développant dans 
Ja représentation (6) e-**' en série suivant les puissances de z et inter- 
vertissant l’ordre de la sommation et de l'intégration, nous obtenons 


BQ=R > _ j e-m-v-i ds. 
Rk=0 0 
Puisque 
co ; oo kR—v 1 n k 
2 ù 
fe-vn-v-s dr (e S ds=-T | 2 ) d 
A 0 


| co 
H()=5 x À Er + ù (11) 
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La possibilité d’intervertir l’ordre de la sommation et de l’inté- 
gration est facile à justifier. La généralisation du développement (11) 
à des valeurs quelconques de v ne présente pas de difficultés non 
plus. 

Le développement (11) est vrai pour v=æ# nr (nr = 0, 1, ...). 
Si v = »n, le développement correspondant s'obtient aisément à 
l’aide de la représentation (4) et du développement en série des fonc- 
tions hypergéométriques dégénérées. 

4. Relations fonctionnelles. Soit y — f (v, z) une solution parti- 
culière de l'équation (1). Alors, comme il a été montré au $ 10, 2, 
cette équation a également pour solutions les fonctions f (v, —2), 
ef (—v — 1, +iz). Conformément à ce qui précède, l'équation (1) a 
quatre solutions suivantes: 


H,(+:) et e“H_. (+ iz). 


Comme l'équation (1) n’admet que deux solutions linéairement indé- 
pendantes, les fonctions ci-dessus doivent être liées par des rela- 
tions linéaires. 

De la représentation (4) il découle que pour v = 0, 1, 2, ... 
les fonctions H, (z) et H, (—z) seront linéairement indépendantes. 
Pour toute valeur de v, il en est de même des fonctions 


H, (c) et His), H,(:) et eH_,,(—àù), 


ce qui découle du comportement de ces fonctions pour z —> + oo. 
Cherchons tout d’abord à établir la relation entre la fonction 
H, (z) et les fonctions e* AH _,_, (+iz). Quand —v — 1 = 0, 1,2, . .., 
on à 
H, (2) = € {AH (is) + BH (—iz)]. 


Soit z2> 0 et z —> + co. De la représentation asymptotique (5) 
on tire 
_ in(v+1) in(v+ 1) 
A,e 2 + Be © —=0, 


d'où 
RER ATEN 
H, (3) = Cie le ? Hi (iz)+e 2 Hs, (—is)], 


. AV 
« tes e : 
où C,—=Aje 2. Pour déterminer la constante C,, remarquons 


qu'en vertu de (4) on a À, DITES Pour cette raison 
F or. 
22r (14+—+) 2. 
Re Arf )r(se gr) ten 
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En calculant la constante C,, on a employé les formules de complé- 
ment et de duplication pour la fonction gamma. On a en définitive 


2v i 1 | 

H,(:)= —— et[e 2 Hire ?Hu(—iz)]. (42) 

Remplaçant ici z par —z, établissons la relation entre les fonctions 
H,(—:) et e*H_._,(+iz): 


2° Ru | + 
H,(— 2) = LOED ee 2 Hi (—iste 2 Hair]. (13 
Va 
Combinant les relations (12) et (13), on peut obtenir d’autres 
relations analogues, telles que 


HV nr 22H10 


FT: = (—2) + € H_,_,(—iz), (14) 
: ov+1 _— 221204 1) 
H(j= ei, (—) + EVE EE Hu (49 


5. Représentations asymptotiques. On a obtenu plus haut (voir 
formule (5)) les représentations asymptotiques de la fonction Æ, (2) 
à condition que | arg z | < x1/2. Dans le reste du plan, les représen- 
tations asymptotiques pour Æ, (z) s'obtiennent à l’aide des relations 
fonctionnelles (14) et (15). 

Soit —x < argz< —1x/2. Posant dans (15) —z = zeïir, iz — 

a 


1 —— 


— ze * et moyennant la représentation (5) on trouve 
1 
H,(2)= (22) [1+0 (+) ]- 


RME cm [t+0 (4). 09 


De façon analogue, on tire de la relation (14) pour n/2<arg:<n: 


H,(:)= (22)" [1 LO (+) ]- 


9V+i Va 
 F(—w) 


et+inv (2z)-v-1 [1 +0 (=) ] | (17) 


$ 30. Représentation des fonctions diverses au moyen 
des fonctions du type h ypergéométrique 


Nombre de fonctions spéciales qu’on rencontre dans les problèmes 
de physique mathématique et théorique peuvent être exprimées au 
moyen des fonctions du type hypergéométrique: la fonction hyper- 
géométrique F (æ, B, y, z), les fonctions hypergéométriques dégéné- 
rées F (a, y, z)et G (a, y, z), la fonction d'Hermite H, (z). Une telle 
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représentation permet d'étudier les propriétés des fonctions consi- 
dérées en utilisant les résultats obtenus auparavant pour les fonctions 
du type hypergéométrique. Prenons quelques exemples typiques *). 

1. Quelques fonctions élémentaires. Les fonctions F (&, 0, y, z), 
F (0, y, z) et G (0, y, z) ont la forme la plus simple. En effet, utili- 
sant les séries entières correspondantes et la relation (18) du $ 28, 
on obtient 


F (@, 0, y, z) = F (0, y, z) = G (0, y, z)—1. 


Par application des relations fonctionnelles (14) du $ 27, (13) et 
(14) du $ 28, on trouve 


F (a, B, PB, z) — (1 — 2) 727 (B — a, 0, B, z) — (1 — 2); 
F (a, a, z) = e°F (0, a, —2) = e; 
Ga, a+1, z) = z72G (0, 1 — a, z) = 27°. 


2. Polynômes orthogonaux classiques. Proposons-nous d'expri- 
mer les polynômes orthogonaux classiques au moyen des fonctions 
du type hypergéométrique. Comme il a été montré dans le $ 14, les 
solutions de l'équation différentielle pour les polynômes orthogonaux 


classiques 
C(2)y"+Tt(x) y + Ay = 0, 


qui vérifient les conditions que la fonction y (x, À) Vp (x) soit con- 
tinue et de carré intégrable, coïncident à un facteur près avec les 
polynômes orthogonaux classiques dans le cas où le poids p (x) est 
une fonction non négative bornée. D'autre part, il est possible d’ex- 
primer les solutions de l’équation du type hypergéométrique à l’aide 
des fonctions hypergéométriques, des fonctions hypergéométriques 
dégénérées ou des fonctions d'Hermite. Compte tenu de ces considé- 
rations, on établit sans peine la liaison existant entre les polynômes 
orthogonaux classiques et les fonctions énumérées. 

4) Polynômes de Jacobi. Pour les polynômes de Jacobi P® (x) 
e poids 


p (2) = 4 — 2° (1 + x) 


sera une fonction non négative bornée sur le segment [—1, 1] si la 
condition « > 0, B > 0 est remplie. Par changement x — 1 — 2z, 
on réduit l'équation différentielle pour ces polynômes 


Œ— 2) y" +IB—a—(a + 8 +2) xl y" + Ay = 0, 
ln =nR+a+p +1), 


à l'équation hypergéométrique 
2 (1 — 2) y" + [ya — (a + Ps + 1) 2] y" — aifiy = 0 


*) On trouvera d'autres exemples intéressants dans [8]. 
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dans laquelle a, = —n, fi =n+a+B+1, y, =B +1. La 
solution particulière de cette équation est de la forme 


y(z, À) =F(a, Pi; Vi z)=F(-n, n+a+f$p+1, a+ 1, = } 


Lorsque a > 0, B > 0, cette solution satisfait aux conditions de 


continuité de la fonction y (x, À,) Vo (x) sur le segment [—1, 1] 
(voir $ 14). C'est pourquoi 


PR P (2) CF (—n,n+a+B+1, a+1, =). 
On trouve facilement la constante C, en posant r = 1 (voir $ 7, 4). 


Il en vient 


r ( | 4 — 
PP (= REF (—n, n+a+B+1, a+, E). (1) 


A l’aide de la relation (voir $ 7, 4) 


PS: B) (x) _ = 1)" P: a) (— x), 


on peut obtenir une autre écriture équivalente de la représenta- 
tion (1): 


pe (2) = UT (+ B+ 1 


RIT (B+1) 
x F(—n,n+a+B+1, B+1, = ). (2) 


X 


Les polynômes de Jacobi P%: (x) sont des fonctions analytiques 
des paramètres « et B, ce qui découle de la formule de Rodrigues pour 
ces polynômes (voir $ 7, 4). Aussi les relations (1) et (2) restent-elles 
vraies, quels que soient «a et $. 

Posant dans (1) et (2) « — B = 0, on obtient les représentations 
suivantes des polynômes de Legendre au moyen des fonctions hyper- 
géométriques : 


P,(z)=F (—n, n +1, 1, =) = 


=(—1)"F (nr, n+1,1, =). 


2 


Ayant recours à la formule de dérivation pour les fonctions hyper- 
géométriques, on établit facilement la liaison entre les fonctions de 
Legendre associées 

m m/2 dmPy(x) 
Pi G)=(-r) 5 


(m0) 
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et les fonctions hypergéométriques : 


PT (z)= 
l ! : = 
ner (tm mt matt LEE) = 
= (=1)77 (1+ m)! (A — 722)? < 


2Mm!(lI—m)! 


x F(—14+m, l+m+1, m+1, — ). 
2) Polynômes de Laguerre. Pour les polynômes de Laguerre 


Li (x) le poids p (x) — 2%e”* sera une fonction non négative bornée 
pour z > 0 avec a > 0. L'équation différentielle pour ces polynômes 


zy" + (1 + a—2z)y" + Any = 0, Ân = ; 
admet une solution particulière de la forme 
y (x, An) = F(—n, 1 + a, 2). 


Lorsque a => 0, cette solution vérifie la condition que la fonction 
y (x, À) p (x) soit continue et de carré intégrable. On a donc 


La (2) = CF (—n, 1 + a, x). 


On trouve facilement la constante C, en posant x = 0 (voir $ 7, 4). 
Il en résulte 
r 1 
LR (= TEL (—n, 1+0, 2). (3) 

La relation obtenue reste en vigueur, quel que soit a. 

3) Polynômes d’'Hermite. Pour exprimer les polynômes d'Hermite 
H, (x) au moyen de la fonction hypergéométrique, il suffit de poser 
dans la relation (4) du $ 29 v = n. 


3. Fonctions de seconde espèce. La relation existant entre les fonctions 
de seconde espèce pour les polynômes orthogonaux classiques Q, (z) et les fonc- 
tions du type hypergéométrique s'obtient le plus facilement en partant directe- 
ment des représentations intégrales pour @, (z) (voir 8 11, 2). 

1) Fonctions de Jacobi de seconde espèce. La repre- 
sentation intégrale pour la fonction de Jacobi de seconde espèce Q B) (2) est 
de la forme 

4 
+a n+p 
(œ, B) = (—1)7 \ (1 —E)" (1+E) d£. 4 
“AL 2m (1—2)% (142) J G—2)7*#1 Fo 
Posant E—2s—1,0ona 


1 
n+a+p+i 
Qt B) (2) = — 2 | s"+8l(t — sta x 


CC 
X (1-<— s) ri ds. 


13—-01174 
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Comparant la formule obtenue avec la représentation intégrale (5) du $ 27 
pour la fonction hypergéométrique, nous arrivons à la représentation suivante 


de Q À) (2): 


DRERR RES D(nta+1)T(n+p+1) 
d—2)2 4+2t+8+1 T'(2n+a+p+2) 


x F(n+1, n+B4+1, 2ntatp+2, EE). 


QD (D= — x 


De façon tout à fait analogue, en posant dans (4) £ — 1 — 2s, nous obtenons 
une autre représentation : 


gen ER Det 1)T (+6 +4) 
F _ d—2ttat+i (+2) T'(2r +a+$p +2) 


XF (n+1, n+a<+1, 2n+a+fp+2, +5) « 


2) Fonctions de Laguerre de seconde espèce. La 


représentation intégrale de la fonction de Laguerre de seconde espèce Q% (2) 
est de la forme 


e —ten+a 
Œu=r | pr 4 
: œ 
= (— tps ttat D | e- sente (1—<) US &. 
0 
Comparant cette expression avec la représentation intégrale (4) du $ 28 pour 
la fonction hypergéométrique dégénérée de seconde espèce, on a 


Qu (a)=(— 19044 6277 CEE (n a+ 1) (— TEE x 
XG(n+a+i, a+i, —2). (5) 


Pour que la fonction Q% (:) soit uniforme, on doit effectuer une coupure le long 
de l’axe réel pour z > O0, c.-à-d. poser 0 << arg z < 2x. En même temps, dans 
la représentation intégrale de G (n + &@ + 1, œ& + 1, —z) il convient de poser 
| arg (—:)| << x. Conformément à cela, on doit poser dans (5) —z2 = ef. 


Il en vient 
Qu(2)=e TT (ntat+1)eG(n+ati, œ+1, —z2) 


3) Fonctions d'Hermite de seconde espèce. La représen- 
tation intégrale pour la fonction d’'Hermite de seconde espèce @, (z) a la 
forme 

©œ 


Qn(=(—tmnlet | ein 


Pour exprimer @, (z) au moyen de la fonction d’Hermite, nous tiendrons compte 
du fait que la fonction Q, (z) vérifie la même équation que les polynômes 
d’'Hermite. Pour cette raison, elle peut être représentée sous la forme d’une 
combinaison linéaire de deux solutions linéairement indépendantes de cette 
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équation, c.-à-d. (voir $ 29, 4) 


Qn (3)= Ann (5) +Bne°H-n1 (— is) (6° 
et aussi 
Qn(2)=CnEn(2)+Dne H_n-1(iz). (2) 
Pour déterminer les coefficients de ces développements, ‘utilisons des repr::en- 
tations asymptotiques de la fonction @, (z) et des fonctions d'Hermite pour 
2» 00, Soit z = {y, y > —+oo. Alors 
PE 


BA @= y [1+0 (5) |]. 


| 
— — nr Pen 
H,(—1z)= (2y) [1+0 ( = ) | 
On en tire 4, = 0. Posant dans (6) z — 0, on trouve la constante B,.. Il vient 
en définitive 
js une). 


Qn(z)=2%tin! V' re - H-n-1(—iz) (Imz>0). 


Par analogie, de la relation Q, (:) = Q, (z) (la barre symbolisant la conjuguée 
complexe) on déduit que pour Imz<0 


24i x(n — 1) 


On = mnt Vre *  H_h_y(ir). 

&. Fonctions cylindriques. La relation entre les fonctions cylin- 
driques et les fonctions hypergéométriques dégénérées de première 
et seconde espèce est facile à établir à l’aide des représentations inté- 
grales de ces fonctions. On a par exemple (voir $ 22, 1) 


1 
: (z/2)° 284 __ 2\v-l/e 
RO = fe (A—s2)"-12 ds, 


X, (2) 7e TESTÉ [ets (1 +) ds. 
0 


Comparant les représentations intégrales pour les fonctions K, (2) 
et G (a, y, 2), il découle immédiatement 


K, (= Va (22) e-G (v+—., 2v+1, 2:) : 


Pour établir la relation entre la fonction Z, (z) et la fonction 
hypergéométrique dégénérée, dans la représentation intégrale pour 


T, (2) on posera s — 25 — 1. On aboutit alors à la représentation inté- 
grale suivante: 


| 
= (23)° e7z :t v- 
LO= re [£(A —6)]"- A dt. 
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___ (2:)/ez M(v+1,2) 1 
LO=E— To D (+ 2v+ 1, 2:) . 


Or, la formule de duplication pour la fonction gamma donne 
Var (Cv+ 1)=2#T (v++) T'(v+1). 


Il vient donc en définitive 


(3/2)° 


LO=TGET 


eF (v +, 2v+ 1, 22) . 


5. Intégrales elliptiques. On entend par intégrales elliptiques de 
première et de seconde espèce les fonctions 


x/2 
K (2)= | (1— 2 sin? q)-4 4, 
0 
7/2 
E (z) = | (1 — 21 sin? p)'/2 49. 


0 


Posant sin?2@—t, on aboutit aux représentations intégrales sui- 
vantes : 


| 
K()=+ | ar "24 2)", 
0 
E()=—+ 12A4—D7"2(A1— 224)" di 
=; 
0 


Comparant ces représentations avec les représentations intégrales 
pour Ja fonction hypergéométrique, on obtient 


KO=FF(5: 718). 


E(:)=<F (=. +, 1, 2). 


La relation entre les intégrales elliptiques et les fonctions hypergéo- 
métriques étant connue, on peut étudier les propriétés des fonctions 
K (z) et E (z) pour toute valeur complexe de z. 
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$ 31*. Applications des fonctions du type 
hypergéométrique 


Les fonctions du type hypergéométrique sont largement employées 
à la résolution des équations différentielles de la physique mathé- 
matique par la méthode de séparation des variables dans différents 
systèmes de coordonnées curvilignes. Nous donnerons quelques exem- 
ples de résolution des équations de Schrôüdinger et de Helmholtz en 
coordonnées curvilignes. On examinera en outre quelques intégrales 
définies qui peuvent être exprimées à l’aide des fonctions hypergéo- 
métriques. 

1. Fonctions d’ondes coulombiennes du spectre discret et 
continu. On a montré au $ 16 que le problème de mouvement d'un 
électron dans le champ coulombien donne lieu à l'équation 


R"+ [2 (E++)-9]r=0 (0<r< oo) (1) 


pour la fonction radiale R (r) avec la condition initiale R (0) = 0. 
Les états de l’électron décrits par la fonction radiale d'énergie E << 0 
appartiennent au spectre discret, et d'énergie E >> 0, au spectre 
continu. La solution de l’équation (1) pour les états du spectre dis- 
cret doit satisfaire à la condition supplémentaire 


| R(r)dr= 1. (2) 


Effectuant dans l'équation (1) le changement (voir $ 16) 
R(r)=zttie-x/2y(x), z=2W —2Er, 


on la réduit à l'équation pour la fonction hypergéométrique dégé- 
nérée 
zÿ" + (A +2 — x) y’ + Ay = 0, 
ee 2 
V —2E 


et qui admet pour solution particulière la fonction 
ÿ, (x) = F(—À, 2 + 2, x). 


—l—1 


Puisque y1 (0) = 1, la solution correspondante de (1) se comporte 
pour r —>0 comme r!*!. Conformément au théorème 4 du $ 1, la 
seconde solution de (1) se comportera comme r-!. Pour satisfaire à 
la condition initiale À (0) — 0, la seconde solution est à négliger. 
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Aussi 
R(r)=Czrtte-</2F(—7X, 2142, x), 
où x = 2Y —2E r, C est la constante de normalisation. 


£a fonction R (r) a le comportement asymptotiqu esuivant pour 
r — oo (voir $ 28, G): 


Air)=C(214+1)!zrlte-x2 Re [4 +0 (+) |+ 


Fréreftto(h)]} 0 


Lorsque E < 0, les valeurs de x et de À seront réelles, et la fonction 
R (r) croïtra exponentiellement pour r —+ co si + Æ 0, c.-à-d. 


que À £ 7, (n, = 0, 1, 2,...). Pour cette raison la condition supplé- 
mentaire (2) pour les états du spectre discret ne sera vérifiée que 

2 
ce , Où n=n;+1i + 1. Pour de 
telles valeurs de l’énergie, les fonctions propres du spectre discret 
prennent la forme 


pour À = n,, c.-à-d. pour £ = — 


R(r=Ru(r)=Crattte-/2F(—n+1+1, 2142, x), 
2Zr 


n e 


La fonction hypergéométrique dégénérée F (—n +1+1,21+2,72) 


étant proportionnelle au polynôme de Laguerre L2+1,(2) (voir 
$ 30, 2), on aboutit à l’expression pour les fonctions radiales du 
spectre discret obtenue au $ 16. 

Pour les fonctions d'onde du spectre continu, c.-à-d. pour E > 0, 


posons E£ — TH, V —2E = ik, où k est le nombre d'ondes. Dans ces 
notations 


R(r)= Rui(r)= Cutter (+141, 2142, Zikr). 


Si l’on choisit la constante de normalisation C;, réelie, on montre 
sans peine que la fonction R;, (r) sera réelle elle aussi. En effet, de 
la relation fonctionnelle (13) du $ 28 découle 

ep (+141, 2142, 2ikr)= 


= ep ( +141, 2142, —2ikr). 
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Conformément à (3), la représentation asymptotique de la fouction 
Ru(r) pour r — œ sera 


Ru (r) A Cri (2141) ! ri+t X 
e”ikr ik. 1-1 


r (:+1 +) 
iR iZ _;_, 
+ ————;— (2ikr) h = 
r (241 ++) 
: iZ _{ iZ — 
_ Cn(24+0! 9 eikre = À (2kr) X | 
(2k)t+1 La 
Eu (+1 +7 : 
Comme 
— . iZ 12 — 
Re eikre © (Er r-1) (kr) À 


CT 


e 2h î er + In hr= À U+1)+0)] 


TE) 


où &i=argrT (1+1+7) , on a en définitive 


Rh: (r) S An sin (&r ++ In Dkr — + 6) . 


Ici 
az 


2Cur(2+ijle À 
| ZT 
xmlr (+1 ++)| 


On calcule sans difficulté l'expression |T (+147) à l’aide 
des relations fonctionnelles (6) et (7) du $ 2. On a 


Î à é 
re) enr (+ pr (+) 


r+Æ)fer(sÆ)r( 2) . 
HT (E)r (ee 
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D'où 


Ir (+14) 1 n (°+#) | 
s— 1 k 


2. Résolution de l’équation de Helmholtz en coordonnées cur- 
vilignes. Un cas très important d'application des fonctions du type 
hypergéométrique est la résolution de l'équation de Helmholtz par 
la méthode de séparation des variables dans différents systèmes de 
coordonnées curvilignes. Considérons, à titre d'exemple, la résolu- 
tion de l’équation de Helmholtz en coordonnées cylindriques para- 
boliques et en coordonnées du paraboloïde de révolution *). Les 
coordonnées cylindriques paraboliques Ë, n, & sont liées aux coor- 
données cartésiennes par les formules 


sinus gen), 2 = 6, 


et les coordonnées du paraboloïde de révolution E, n, , par les 
formules 


See 1 
z—Encosp, y=Ensinp, 2=-5(F— 1). 


Dans le premier cas l'équation de Helmholtz Au+ku—0 s'écrit 
1 du ou du 2, 
a (er one) + us 0, @ 
dans le deuxième cas, 
1 4 9 ou 4 9 ôu \' 4 du 2, 
ele (6%) + (na) Ju +40. 6) 


Cherchons la solution particulière de l'équation (4) par la métho- 
de de séparation des variables, en posant 


u = U(E) V (n) W (0. (6) 
Portant (6) dans l'équation, on obtient 
_41 [U"® , Fm [WE , 72 
+0 LU (E) ” V On) JL [re +Æ]. 


Le premier membre de cette égalité est indépendant de & et le second 


*) Dans les manuels de mécanique quantique, les coordonnées du parabo- 
loïide de révolution sont souvent appelées coordonnées paraboliques. 
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membre de Ë et de n. D'où 


1 U"(&) , V7 
erlve +7 JA 5 
W®() Le 


où À est une constante. 
Mettant l'équation (7) sous la forme 


U"( 2— V* (n) ee 2 
= | Mr], 
on obtient, par des considérations analogues, 


U" (&) = 
U (£) Fe ÂE? —=#h, 


VE) _ 3,2 
Vin) An U, 


où L est une constante. 
On arrive donc aux équations suivantes pour les fonctions U (E), 
V (n) et W (L): 


U" — (AË° + pu) U = 0, (9) 
V" — (An° — u) V = 0, (10) 
W°L(É +2) W —=0. (11) 


La solution générale de l'équation de Helmholtz peut être obtenue 
par superposition des solutions particulières de la forme (6) corres- 
pondant aux diverses valeurs de À et de pu. 

De façon analogue, cherchant la solution de l’équation de Helm- 
holtz en coordonnées du paraboloïde de révolution sous la forme 


u = U(E) V (n) W (+), 
on obtient pour les fonctions U (Ë), V (n), W (œ) les équations 


U+ EU" + (EE +) U=0, 42) 
+R V+ (Ep) v=0, (13) 
W'+AW =0. (14) 


Les solutions des équations (11) et (14) s’exprimentlà l'aide des 
fonctions élémentaires. Les équations (10) et (13) se ramènent aux 
équations (9) et (12) par changement de u en —yu. Il ne nous reste 
donc qu’à rechercher les solutions des équations (9) et (12). L’équa- 
tion (9) est une équation généralisée du type hypergéométrique (voir 
$ 10, 2), telle que 


G(E) = 1, T(E) = 0, o (E) = —AE — p. 
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Réduisant l'équation (9) à une équation du type hypergéométrique, 
on peut poser 


M)=VAE, TE)=—-2VÈE, y=e/2 VE (E). 
Pour la fonction y (Ë), on a l'équation du type hypergéométrique 


ÿ—2V ty —(u+VA)y=0, 


qu’on ramène par changement linéaire (voir $ 10, 3) à l’équation 
pour la fonction d’'Hermite. 

Dans le cas de l'équation (12), il est naturel de commencer par 
faire le changement E? — t. Cela permet de réduire l'équation (12) à 
une équation généralisée du type hypergéométrique (voir $ 10, 2) 
pour laquelle 


o()=t, T()=i, S()= (REP + ut). 


L'équation obtenue se ramène à l’équation pour une fonction hyper- 
géométrique dégénérée par la méthode exposée au $ 10. 


3. Intégrales définies contenant des fonctions du type hypergéométrique. 
On rencontre dans les applications les intégrales définies contenant des fonctions 
du type hypergéométrique; on les calcule généralement soit à l'aide des repré- 
sentations intégrales pour les fonctions du type hypergéométrique, soit à l’aide 
du développement de ces fonctions en séries. Nous allons noùs borner à deux 
exemples. 

1) L'intégrale 


ex J,, (bz) z° dx 


O9 ÿ 


se calcule aisément au moyen du développement en série de la fonction de Bessel 
J, (bz). On a 
O0 © œo 
_ a2x? _ a2x2 (—1)À (bz/2)V+2À - 
[e EXT, (bz) 2° dz = Î e > rassn a 
0 0 k=0 
2% CR GT | er orxE v+p+k 
TU +V+1) . 
= 0 
D'autre part, 
Fa v 1 
Fe +p+2h r . + (HE *) 
—a2x2 v  ___—— à 
| e LV TP AT DVI AT I {ot = 29 +0+2Rk+1 
) 0 
D'où 


oO 


: v+24 r(E 4x) 


Dr Par = AE RE PRRR ERPRRRT À 
IL CEE 7 2ptri 1) (=) kiIT(v+1+k) ° 
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Utilisant le développement (8) du $ 28 pour la fonction hypergéométrique 
dégénérée et la relation fonctionnelle (13) du & 28, on arrive à exprimer l’inté- 
grale en question à l'aide de la fonction hypergéométrique dégénérée : 


00 
| er], (bz)rP dr = 
s) 


as das _b \v | , 
: et mt Gs) F (IEEE, v+4, 77) 


a? 


r(v+tPp+i\ fb \v Cet _ 
Le mn A7) e ep (IÈE, Vlr er). 


Remarquons que l'intégrale de Weber, que nous avons calculée au $ 25, est un 
cas particulier de l'intégrale considérée pour p = v + 1, car dans ce cas on a 


v+i—p b2 \ b2 \ 
FER, v44, = (0, v+1, 2) =1. 


2) Pour calculer l'intégrale 


| e SF (a, y, kz)dr (ReÂ>œRek, Rev=—1) 
0 


il est commode d'employer la représentation intégrale (3) du 


$ 28, en supposant 
pour le moment que Rey > Re a > 0 et que À > k > 0: 


| e EN F (œ, y, kz) dr = 
0 


1 co 
_ T (v) | ya-1 y-a-! —AxHAGEN de — 
— T(a)T(y—0) L (1—1t) dt L 2’ dr = 


1 
__l(v+1) T (y) _ Lonifs Æ ,\-v-i 
= alone Qt eanet (ie) a 


La représentation intégrale (5) du $ 27 donne 


Û T (v+1 k 
| e EF (a, Y, kz) de F (a, v+1, y, —) . 
0 


La formule obtenue peut être étendue à des valeurs quelconques de @, y, À 
et k par application du princive du prolongement analytique. 
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Formules fondamentales 


Fonctions hypergéométriques F(œ, B, y, =) 
Equation différentielle : 
2(4—z2)y +{y—-(a+B+1)z]y — afy = 0. 
Solutions particulières: 
n—=F(a B,y zh ve=2 F(a—y+1, B—ÿ+H1, 2 — y, 2). 


Représentation intégrale: 


1 
r 
F(œ, B, v, DRE 1271 (4—)7-a1 (4 4) 78 de, 


Rey>Rea>0. 
Développement en série: 


F(a, B, y, 2)= © Ces 2. |21<1; 


n=0 
Gn= RE = 0 (a+ 1)... (a+n—1). 
Formule de dérivation : 


dF L 9 ? 
GR D LE p(a44 B+1, y+1, 2). 


Relations de récurrence. Dans le cas où les différences &; — ax, By — Bz, 
Y: — YA sont des entiers, n’importe quelles trois fonctions hyperg ométri ues 
F (@ys Bar Vas 2) F (Œar Bes Var 7) et F(@s, Ps, Ys, 2) sont liées entre elles 
par des relations linéaires dont les coefficients sont des polynômes par rapport 
à la variable z (pour les méthodes de déduction des relations de récurrence, 
voir $ 27, 2). 

Relations fonctionnelles: 

F(a, B, y, :)=F(B, &, y, 2); 


Fa, B, y, 2=(1—2)"%-BF(y—a, y—B, y, 2); 


T(v)T(y—a—$) 
F ? ? ? 2 RTE 72 NN 9 L = 9 . 
GB, = pps Flo B, a+B—y+i, 1—2)+ 
TNT (GHB—Y) 4 _,v-2-Bpto x v— 6. v—@— _. 
F(x, B, Ÿ z) = 
r' (y) T(B— L 
= RES Carte (a are ad À) 4 
THT(@—S) ,_,-8 B— _ 1 - 
2 TT hf) (—2) F (8. B—y+1, BP—a+t1, —): [arg(—:2)| <a. 
Représentation asymptotique de la fonction F («, B, y, z). Elle découle 
de la dernière relation fonctionnelle et du développement en série de la fonc- 


tion hypergéométrique de l'argument 1/2. 
Par combinaison des trois dernières relations fonctionnelles, on obtient 


plusieurs autres relations fonctionnelles. Les cas particuliers des relations fonc- 
tionnelles sont traités au 8 27, 
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Expression des diverses fonctions à l'aide de la fonction hypergéometrique: 
F(@œ, 0, y, z)=1; 
F(a, B, B, z)=(1—2)"*; 


p@ dy Tete rn + (—", n+tatB+1, a+ 1, 1—z )= 


nir(æ+1) 2 
_(—1MT(n+8+1) ETAS 
= —riTp+n (—7, n+a+fp+1,p+1, 9 | Ù 
1—7 4L2z 
Pa(s=F(-—n, n+1, 1, + }= (1 F (—", n+1, 1, }: 
n/2 
K(@= | (1— 22 sin? @)” !/2dp = — F (—. J 1, 2) ; 
0 
x/2 
E (= | (4—:* sin? q)!/° dp=F (>. +, 1, 2). 
0 


Fonctions hypergéométriques dégénérées F(a, y, =) et G(a, y, 2) 
Equation différentielle : 


zÿ* + (Y — 2) y — ay = 0. 
Solutions particulières : 
JHn=F(a y, z), ya = G(, y, 2). 
Représentations intégrales: 


4 
T (v) 12-147)" lezt dt (Rey —Rea> 0); 


F(a, Yo z)= (a) T (y—a) ) 
G(aæ, y, z)— a feu: (142) & (Re & > 0); 
0 


G (a, y, = | e-23%-1(4 4 s)Ÿ-%-1 4 (Rez=0, Rea> 0). 
0 


Développement en série: 


F(a, y, 2)= ie — 
n=0 


Formules de dérivation : 


d 
TZ F (a, y, D=— F(a+1, v+1, 2); 
+ G(a, Y, 2)=—-aG(a+1, y+1, 2); 


+ HG (as y 2]= — IL (86 (a, y—4, 21]. 
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Relations de récurrence. Dans le cas où les différences &; — @x, ÿr — YR 
sont des entiers, n'importe quelles trois fonctions hypergéométriques dégénérées 


F (sr Vis Zs F (@as Vers Z) et F (&s, Vs. z) sont liées entre elles par des 
relations linéaires dont les coefficients sont des polynômes en z. Il en est de 


même de la fonction È (æœ, y, z) (pour la méthode de déduction des relations 
de récurrence, voir $ 2 : 


Relations fonctionnelles : 
F(@, y, z)=ezF(y—a, y, —2); 
G(a, y, 2)=21YG(a—y+1, 2—y, 2), 


r 4— r 4) 1 
G(œ, y, = rer FC Ÿ; D + 21 VF(a—y+1,2—7,2); 


T (y) 
F(y— a) 
(le signe positif correspond à Im 3> 0). 


Pour les cas particuliers des relations fonctionnelles, voir $ 28, 5. 
Représentations asymptotiques: 


Ga, Ÿ, MA nur ]: 
r (y) 


rat [ito (+) es [i+o()] 
(largz|< ar, larg(—2)]< x). 


Expression des diverses fonctions à l'aide de la fonction hypergéométrique 
dégénérée: 


F(a, y, 2)= TAG (a, y, 2) + O) æina-MerG (y— a, y, —2 


T (a) 


F(@&, y, z)= 


F(0, y, z}=6G(0, y, z)=1; 
F(c, @, 2)=e7; 
G(a, a+1,z)=2< ; 
L® (z) = r(in+a+1) 


= T@+T) F(—n, 1+@, x); 


 19\V 
+ ones (v+3. 2v+1, 2) : 
K,(z2)=V x (2z)" e-2G (+. 2v+4, 22. 


Fonctions d’Hermite H, (=) 
Equation différentielle : 


y” — 2zy + 2vy = 0. 
Solutions particulières: 
n = HyEh = Hs (is) 
Liaison avec les fonctions hypergéométriques dégénérées : 


H,, (2) =2"G (7, es 2) (larges nr 
1— 


no EU (5, Le) + HR er ( L 
r(—) 
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Représentation intégrale: 


© 
H, (:)= | Jette 
0 


Développement en série: 


Be mg D ( =) 


n | 
Formule de dérivation: 
H{.(2)=2vH 1 (2). 
Relation de récurrence : 
H,.(2)— 22H 4-4 (2) +2(v—1) H,-2 (2) =0. 
Relations fonctionnelles : 


D AU AA 
1, = ET ete 


TALA 
H_ynatiz)+e  ? H_y3(—iz)]; 


21 x —— 


H, =, (9) + EE ET H_y-3(—12); 
2V+1 V7 2 EE à À 


Ho (= (D + Se 2 H_y (ts). 


—) 


(4) (rares 7): 


Représentations asymptotiques : 


H, (= (2) [140 


Beer [1+0 ne rca Fi+o (4)] 


(<-<iargsl<n, lerg(—2l< +). 
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FORMULES DE QUADRATURE 
DÜ TYPE DE GAUSS 


On entend par formules de quadrature du type de Gauss les for- 
mules de la forme 


b n 
ffHet@ärz 3 Mf(z) (1) 


a J=1 


dans lesquelles les coefficients À; et les nœuds z; (j = 1,2, ...,n) 
sont choisis de sorte que la formule (1) soit exacte pour un polynôme 
quelconque de degré 2n — 1. 

Connaissant les moments de la fonction de poids 


b 
Cx= | 2p(x) de, 
on tire les valeurs de À; et de x; du système d'équations 
D'Axi=Cy (k=0,1,...,2n—1). 
j=1 


Or, le plus souvent, l'établissement des formules de quadrature 
de la forme (1) s'effectue d’une autre façon. Il se trouve que les 
nœuds zx; (j — 1, 2, ..., n) sont les zéros d'un polynôme p, (x) 
orthogonal par rapport au poids p (x) sur l'intervalle (a, b). Pour 
la démonstration, considérons la fonction 


f(x) =2"p, (x), 


Pa = (x) (2)... (@—a)= [ G—2) 


est un certain polynôme de degré n dont les zéros sont les nœuds de 
la formule de quadrature. Pour # — 0, 1, ..., n — 1, la fonction 
Î (x) est un polynôme de degré au plus égal à 2r — 1. Donc, si l’on 
porte la fonction jf (x) dans (1), l'intégrale doit être calculée exacte- 
ment pour tout #  n. D'autre part, lorsque k=— 0, 1, ..., nr — 1, 
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on à 
b 


b 
Fimo dr= | pe (x) 0 (odr = 
= > Az (z— rs) (z— 2e) ... (x—z) k=x, = 0. 

j=1 


Le polynôme p, (x) est donc orthogonal à toute puissance inférieure 
à n et, par conséquent, il coïncide à un facteur constant près avec le 
polynôme p, (x) de degré n orthogonal par rapport au poids p (x) 
sur l'intervalle (a, b). On en déduit que, pour déterminer les nœuds 
z; de la formule de quadrature, il suffit de construire le polynôme 
Pn (x) et de trouver ses zéros. 

On trouve les coefficients À; au moyen de la formule de Dar- 
boux-Christoffel (6) du $ 5 pour y = zx;, en remplaçant dans cette 
formule nr par nr — 1. Comme p, (rx;) —=0,ona 


n-1 


D Ph (x) Pr(xzj) 1  an-1 Pn (Z) Pn-1 (xj) (2) 
= d? 7 dé an Z—Z; ; 


Intégrant la relation (2) suivant x de a à b par rapport au poids 
p(xz), on obtient 
b 


1 n- n 
= pur) | 22 @ p (2) dx. 


di An ER 


Puisque, conformément à (1), 
b 


| ET P (x) dx = pa (x;), 

a 
il vient 

b 
1 Pn (2) andè_ 1 : 
hj = 2 dr nr | 
1 PAG) ga PO pme) GC (S) 
R=0 À 


Les coefficients À; sont appelés quelquefois nombres de Christoffel. 
Comme il découle de (3), ils sont toujours positifs. 

Remarquons que tous les raisonnements liés à la déduction des 
formules de quadrature du type de Gauss servant au calcul des inté- 
grales restent vrais si l’on considère au lieu de l'intégrale 
b 


E (x) p (x) dz la somme D f (x) mi (voir $ 17). Dans ce cas, la 


? 
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recherche des nœuds de la formule de quadrature et des nombres de 
Christoffel se fait au moyen des polynômes orthogonaux correspon- 
dants d’une variable discrète. Bien souvent, cela permet de calculer 
des sommes des fonctions f (x) difficiles à calculer en utilisant les 
sommes à termes beaucoup moins nombreux. 

Considérons quelques exemples typiques d'emploi des formules 
de quadrature du type de Gauss. 

Exemple 1. Etant donné que de nombreuses fonctions spé- 
ciales peuvent être représentées sous la forme d'’intégrales définies, 
l'application des formules de quadrature du type de Gauss au calcul 
de ces intégrales conduit à des formules d’interpolation fort commo- 
des et suffisamment exactes pour les fonctions spéciales en question. 

Parmi les fonctions cylindriques, ce sont les fonctions de Bessel 
J, (z) et J, (z) que l’on rencontre le plus fréquemment dans les appli- 
cations. Dans bien des cas, il est commode d'employer pour ces 
fonctions des formules approchées de forme simple (c’est le cas no- 
tamment du calcul sur une machine électronique, lorsqu'on préfère 
utiliser les formules plutôt que les tableaux). Nous allons décrire 
la déduction de certaines formules d’interpolation pour les fonctions 
Jo (2) et J, (z) découlant de la représentation intégrale de Poisson. 
On a 


| 
Je Ge — (5) | (1— 52)" "1 cos zs ds. 
“1 


L'intégrale figurant dans le second membre se calcule pour r = 0 
d’après la formule de quadrature du type de Gauss: 


j FO ds > Af (5). 


7 1— 
Ici s; sont les zéros des polynômes de Tchébychev de première espèce 


1 
Vis? 


orthogonaux sur'l’intervalle (—1, 1) par rapport au poids 


et À; sont les nombres de Christoffel : 


2j — 1 ELA 
Sj= COS = J, À =— 


Posant f (s) — cos zs, on obtient la formule approchée suivante pour 
la fonction J, (2): 
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A l’aide de la relation J, (z) :: —J° (2), on obtient aussi une for- 
mule approchée pour la fonction J, (2): 


2j _ . ff... 2j—i 
5 Asin | zCOS 5 il. 
A (1 it 


n 
AOL) cos 
14 


Lorsque nr prend des valeurs paires, les nœuds s; de la formule de 
quadrature sont disposés symétriquement par rapport au point s — (0. 
Donc, pour le cas où la fonction f (s) est paire la formule de quadra- 
ture comprendra n/2 termes différents. Soit par exemple n = 6; 
on a alors 


[=] 
. 
A 
à 
Go] > 
TIM + 
[æœ) 
© 
Le) 
tn 
È 


Ti Sin 2Tj. 


En 

à 

cl = 
TIM e 


Ici 


cos = 0,965926, 


Zj = COS dl 1 — cos = 0,707107, 
cos À 7 = 0,258819. 


La précision du calcul à l’aide de ces formules peut être évaluée en 
regardant le tableau 4 où l’on compare les valeurs exactes des 
fonctions J, (z) et J, (z) et les valeurs calculées avec les formules 
approchées (désignées par J, (z) et J, (z)). 

Il est évident que les formules obtenues peuvent être utilisées. 
aussi pour des z complexes, à condition que |z | ne soit pas trop 
grand. 


Tableau 4 


0,9604 
0,6711 
0,2239 
—0 ,1850 
—0,3918 
—0,3423 
—0,1105 
0,1496 


1 L 1 


- à 


0,4 
1,2 
2,0 
2.8 
3,6 
4,4 
5,2 
6,0 


1 


16% 
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Exemple 2. Considérons l’application des formules de qua- 
drature du type de Gauss au calcul des sommes de la forme 
N-1 
Sx = 2 f (R). 
k=0 
En utilisant les formules de quadrature du type de Gauss on rempla- 
ce la somme S,, par une somme contenant moins de termes: 


ñn 
S = 2 li (z;) . 


Dans ce cas, les nœuds z; de la formule de quadrature seront les zéros 
d’un polynôme p, (x) jouissant des propriétés d'orthogonalité sui- 
vantes: 


N-1 
24 Pn(E)Pm(k)=0, m£n. 


Les polynômes orthogonaux correspondants seront les polynômes 
de Tchébychev d’une variable discrète (voir $ 17). 

: Nous donnons ci-dessous, à titre d'exemple, le tableau des résul- 
tats du calcul des sommes S, pour f (k) = VI +Kk (1 est un en- 
tier) ‘avec un nombre différent de points de quadrature n (ta- 
bleau 5). De telles sommes se rencontrent dans les calculs de la méca- 
nique quantique. Remarquons que pour z = N la formule de quadra- 
ture fournit la "valeur exacte de la somme initiale. 


Tableau 5 


22 405 
21 207 
21 148 
21 129 


Exemple 3. Pour déterminer les coefficients d'absorption de 
lumière dans les lignes du spectre, on a besoin de calculer les inté- 
grales de la forme *) 


1 mi 
LGN=+E) ré W>0. (4) 


*) Voir I. Sobelman, Introduction à la théorie des spectres atomi- 
ques, Fizmatghiz, 1963, $ 35, 3. 
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Grâce au facteur e-#, le domaine des valeurs de s essentiel pour l’in- 
tégration se détermine approximativement pour |[s [<< 1. Dans 
GT sera une fonc- 
tion suffisamment régulière de la variable s si la valeur de y est 
relativement élevée. Ainsi, pour y > 1, on peut employer lors du 
calcul de la fonction X (x, y) des formules de quadrature du type 
de Gauss basées sur l’utilisation des polynômes d’Hermite : 


ce domaine, pour un x donné, la fonction 


8 » 4 : ° 
(T; y) = Æ;(x, D=RDMNE RTE: (5) 
j=1 


Cependant, quand les valeurs de y sont petites, la fonction Er 


admettra un maximum aigu pour x = s et la formule de quadratu- 
re (5) fournira de mauvais résultats lorsque r est petit. Pour y re- 
médier, on peut mettre préalablement l'expression de X (x, y) sous 
une forme plus commode pour l'application des formules de quadra- 
ture du type de Gauss. On a 


O0 
52 


2, Les CA e 
K (zx, y)=— Im | TRE 


—œ 


Passons, à l’aide du théorème de Cauchy, de l'intégration le long 
de l'axe réel à l'intégration le long d'une droite parallèle à celui- 
ci et posons s=ai+t, a>0(— œ<t<< œ); l'expression de 
K (x, y) devient 


4 = ertai+t? d 
KG, y}=-7 Im | e=0—t@ En 


dus C et [(a + y) cos 2at—(z— +) sin 2at] 
md er AO) 


—-œo 


Grâce à la transformation effectuée, on voit sous le signe d’inté- 


— 
; — Sy 
GT CRU qui se prête à une approximation 
suffisamment précise dans le domaine essentiel pour l'intégration 
par un polynôme d’un degré relativement petit. Il est vrai qu'on 
voit apparaître alors dans l’expression sous le signe d'intégration 
un facteur oscillant supplémentaire. Si l’on choisit a Æ 1, la fonc- 
tion Î[(a + y) cos 2at — (x — t) sin 2at] sera suffisamment régu- 
lière elle aussi dans le domaine essentiel pour l'intégration. Appli- 
quons maintenant à l'intégrale (6) une formule de quadrature du 


gration, au lieu de la fonction à maximum aigu = ; , une fonc- 


tion plus régulière 
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type de Gauss utilisant les polynômes d'Hermite: 


e A 
ee _e (a+ y) cos 2as; —(r —s;) sin 2as; 

KG NE KG Vy)=T à M— Gti  :  ( 

L'analyse faite ci-dessus montre que la formule de quadrature 
du type de Gauss appliquée à l'intégrale (6) donne de bons résul- 
tats pour toute valeur de x et y, même si les points de quadrature 
sont peu nombreux, à condition de choisir a Æ 1. Nous donnons, 
à titre d'illustration, un tableau des résultats de calcul des intégrales 
(4) et (6) par les formules (5) et (7) pour un nombre différent de 
points de quadrature avec a = 1 et pour des valeurs diverses de x 
et y (tableau 6). 


Tableau 6 


x—0, y = 0,01 x—=1,y= 0,01 
K (x, v) = 0,989 K (x, y) = 0,369 


K1 (x, v) Ko (x, y) Ki (x, v) K2 (x, y) 


0,0225 
0,693 
0,0434 


K(x, v)=0,428 K(x, v)= 0,305 
Ki (x. y) K° (x. y) K1 (x, y) Ko (x, y) 


0,451 0,441 0,293 


0,434 U,428 0,305 
0,430 (0,428 0,306 


Pour terminer, nous donnons dans les tableaux 7 à 9 les valeurs 
des nombres de Christoffel À; et des nœuds zx; pour le calcul des diffé- 
rentes intégrales à l’aide des formules de quadrature du type de 
Gauss *). Ces formules utilisent comme nœuds x; les zéros des poly- 
nômes de Legendre, de Laguerre et d’'Hermite. Pour les polynômes 
de Legendre et d'Hermite, le tableau ne contient que des valeurs 
non négatives de z;. Notons qu'il existe alors pour chaque valeur 
positive de x; une valeur négative —x;, le poids À; restant le même. 


*) Pour les nombres Ày < 1, on emploie une notation abrégée: par exemple, 
0,(4)233699 = 0,0000233699. 


LL) 


tn 


| 0,57713502692 


Ü 
0,7745966692 


0,3399810436 
0,8611363116 


(U 
0,5384693101 
),9061798459 


0,2386191861 
0,6612093865 
0,9324695142 


( 
0),4058451514 
0,7415311856 
0,9491079123 


U,5857864376 
3,4142135624 


0,4157745567 
2,2942803603 
6 ,2899450829 


0,3225476896 
1,7457611011 
4 ,5366202969 
9,3950709123 


RS PS al nt 


0 ,8888838885 
0,5555555555 


0,.6521451549 
0,3478548451 


0 ,5688888888 
0.4786286705 
0,2362688506 


0,467913936 
0,3607615731 
0,1713244924 


0,4179591837 
0,3818300505 
0,2797053915 
0,1294849662 


0,8535533906 
0,1464466094 


0,7110930099 
0.278517 7336 
0,0103892565 


0,6031541043 
0,3574186924 
0.03888790851 
0,(3)5392947056 


5 


7 


10 


0,1834346422 
,5255324099 
U,1966664774 
0,9602898565 


0 


0,3302393550 


0,3242534234 
0,6133714327 
L,8360311073 
0,9681602395 


0,1488743390 
1),4333953941 
0,6794095683 
0,8650633667 
0,9739065285 


; | 


10,2635603197 
1,4134030591 
3,5964257710 
7,0858100059 
12,6408008443 


0,2228466042 
1,1889321017 
2,9927363261 
9,1191435691 
9,8374674184 
15.9828739806 


0,1930436766 
1,0266648953 
2,5678767450 
4 ,90003530845 
8,1821534446 
12,7341802918 
19,3957278623 


Tableau 


0,3626837834 
0,3137066459 
0,222381035 

0,1012285363 


0,3123470770 
0,2606106964 
0,1806481607 
0,08127438836 


0,2955242247 
0,2692667193 
0,2190863625 
0,1494513491 
0,06667134430 


Lo d 


‘ 


Tableau 8 


»; 


0,5217556106 
U,3986668111 
0,07594244968 
U,(2)3611758679 
0.(4)2336997239 


0 ,4589646740 

0 ,4170008308 
0,1133733821 

0 ,01039919745 
0,(3)2610172028 
0 .(6)8985479064 


0,4093189517 
0,4218312779 
0,1471263487 
0,02063351447 
0,(2)1074010143 
0,(41586546435 
0.(7)3170315479 


ty 


*J 


0,1702796323 
0,9037017768 
2,2510866299 
4,2667001703 
7,0459054024 
10,7585160102 
15,7406786413 


22,8631317369 


0,1523222277 
0,8072200227 
2,0051351556 
3,7834739733 
6,2049567778 


+ j 


0,7071067812 


0 
1,2247448714 


0,5246476233 
1,6506801239 


0 
0,9585724646 
2,0201828705 


0,4360774119 
1,3358490740 
2,3506049737 


À; 


0,3691885893 
0,4187867808 
0,1757949866 
0,03334349226 
0,(2)2794536235 
0,(4)9078508773 
0,(6)8485746716 
0,(8)1048004175 


0,3361264218 
0,4112139804 
0,1992875254 
0,04746056277 
0,(2)5599626611 


À; 


1,772453851 


8,8862269255 


1,181635901 
0,2954089752 


0 ,8049140900 
0,08131283545 


0,9453087205 
0,3936193232 
0,01995324206 


0,7246295952 
0,1570673203 
0,(2)4530009906 


|" 


9 


10 


") 


9,3729852517 
13,4662369110 
18,8335977889 
26,3740718909 


0,1377934705 
0,7294545495 
1,8083429017 
3,4014336979 
5 ,9524961400 
8,3301527468 
11 ,8437858379 
16,2792578314 
21,9965858120 
29,9206970122 


0) 


0,8162878829 
1,6735516288 
2,6519613568 


Tableau 8 (suite) 
hj 


0,(3)3052497671 
0,(5)6592123026 
0,(7)4110769330 
0,(10)3290874030 


0,308441141458 
0,4011199292 
0,2180882876 
0,06208745610 
0,(2)9501516975 
0,(3)7530083886 
0,(4)2825923350 
0,(6)4249312985 
0,(81839564824 
0,(12)9911827220 


Tableau 9 
à; 


0,8102646176 
0,4256072526 
0,05451558282 
0,(3)9717812451 


0,3811869902 


1,1571937124 
1,9816567567 


2,9306374203 


(Ù 


0,7235510188 
1,4685532892 
2,2665805845 
3,1909932018 


0,3429013272 
1,0366108298 


1,7566836493 


2,9327316742 


3,4361591188 


0,6611470126 
0,2078023258 
0,01707798301 
0,(3)1996040722 


0,7202352156 
0,4326515590 
0,08847452739 
0,(2)4943624276 
0,(4)3960697726 


0,6108626337 
0,2401386141 
0,03387439446 
0,(2)1343645747 
0,(5)7640432855 
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Les formules de quadrature sont de la forme 


1 n 
1) OLADETIC 
1 j=1 
(x; sont les zéros des polynômes de oo. P, (x), voir tableau 7); 
2) [ef ()de= D af (a) 
0 j=1 
(x; sont les zéros des polynômes de PES L{, (x), voir tableau 8); 
3) Î ef (2) dr= D fa) 
0 j=1 


(x; sont les zéros des polynômes d’Hermite H, (x), voir tableau 9). 
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